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les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
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On  oppose  assez  voloiitiei-s,  dans  le  domaine  de  la 
iiR'caniquc  appliquée,  riioiniiie  de  la  ilicoric  ù  riioiiiiiic 
de  la  pratique.  Le  preiiiiei',  enclin  aux  .spéculations  ahs- 
trailes,  est  lenw  pour  |)iïféfep  aux  |irnl)li.'mes  ((ii'olTi'c  la 
l'éalîté  ceux  qui  se  prêtent  plus  nisénienl  aux  solutions 
élégantes  cl,  par  suite,  povirt^lre  disposé  à  négliger,  en  dépil 
de  leur  importance  inlrinséque,  telles  circonslauees  qui 
seraient  de  nature  à  entraver  le  jen  de  rinstriinienl  ana- 
lytique ;  le  second,  au  contraire,  uniquement  soudeux  des 
inné'cs  de  l'enipirisnie,  pour  regarder  toute  lltéoric  scieii- 
iquc    comme    un  luxe   auperOu  dont  il  vaut  mieux  su 
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Ce  sont  là  des  tendances  extrêmes  contre  lesquelles  il 
convient  de  se  mettre  en  garde.  S'il  est  vrai  qije  certains 
esprits,  séduits  par  l'imposante  beauté  de  la  science  abstraite, 
ont  quelque  répugnance  à  se  plier  aux  exigences  de  la  réa- 
lité, généralement  difficiles  à  concilier  avec  une  aussi  belle 
harmonie  de  forme,  que  d'autres,  en  revanche,  par  crainte 
des  complications  qu'entraîne  à  leurs  yeux  l'appareil  ana- 
lytique —  peut-être  aussi,  parfois,  en  raison  de  leur  manque 
d'habitude  à  le  manier  —  tendent  à  méconnaître  les  émi- 
ncnts  services  qu'on  en  peut  attendre,  il  n'en  reste  pas 
moins  désirable,  pour  le  plus  grand  bien  des  applications, 
de  voir  réaliser  l'union  la  plus  intime  de  la  théorie  et  de  la 
pratique,  de  la  théorie  qui  coordonne,  synthétise,  réduit  en 
formules  simples  et  parlantes  les  faits  révélés  par  l'expé- 
rience, et  de  la  pratique  qui  doit,  tout  d'abord,  les  en  déga- 
ger, La  vérité  est  que  l'une  ne  saurait  se  passer  de  l'autre, 
que  toutes  deux:  doivent  progresser  parallèlement.  Ce  n'est 
pas  d'hier  que  Bacon  l'a  dit  :  «  Si  les  expériences  ne  sont 
pas  dirigées  par  la  théorie,  elles  sont  aveugles;  si  la  théorie 
n'est  pas  soutenue  par  l'expérience,  elle  devient  incertaine 
et  trompeuse.  » 

Développant  cette  pensée,  un  homme  qui,  dans  un  do- 
maine important  de  la  Mécanique  appliquée,  a  su  réaliser, 
de  la  façon  la  plus  heureuse,  cette  union  si  désirable,  s'est 
exprimé  comme  suit  ^  :  «...  La  théorie  n'a  point  la  préten- 
tion de  se  substituer  à  l'expérience  ni  de  se  poser  eu  face 
d'elle  en  adversaire  dédaigneux.  C'est  l'union  de  ces  deux 

«  Commandant  P.  Charbonnier  :  Historique  de  la  Balistique   extérieure  à 
la  Commission  de  Gâvre,  p.  6. 
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opérations  de  Tesprit  dans  une  règle  générale  pour  la 
recherche  Je  la  vérité  qui  constitue  l'essence  de  la  méthode  : 
la  théorie  est  le  guide  qu'on  prend  au  départ,  qu'on  inter- 
roge sans  cesse  le  long  de  la  route,  qui  instruit  toujours  par 
ses  réponses,  qui  indique  le  chemin  le  plus  sûr  et  qui 
découvre  l'horizon  le  plus  vaste.  Elle  saura  réunir  dans  une 
même  explication  générale  les  faits  les  plus  divers,  conduire 
à  des  formules  d'un  type  rationnel  et  à  des  calculs  d'une 
approximation  sûre. 

((  La  science  aura  plus  d'audace  parce  qu'elle  aura  une 
base  plus  large  et  plus  solidement  établie.  Les  résultats 
expérimentaux  j  au  lieu  de  faire  nombre,  viendront  à  chaque 
instant  contribuer  à  asseoir  la  théorie  et  ce  n'est  plus  en 
eux-mêmes  que  les  faits  seront  à  considérer,  mais  suivant 
leur  place  rationnelle  dans  la  science.  La  théorie  saura 
mettre  l'expérimentateur  en  garde  contre  les  anomalies  des 
expériences,  et  l'expérience,  le  théoricien  contre  les  déduc- 
tions trop  audacieuses  de  la  théorie.  » 

Ces  quelques  réflexions  pourraient  servir  d'épigraphe  à 
la  première  moitié  de  la  présente  Bibliothèque  consacrée  à 
la  Mécanique  appliquée.  Elles  définissent  l'esprit  général 
dans  lequel  sont  conçus  ses  volumes  :  application  ration- 
nelle de  la  théorie  y  poussée  aussi  loin  que  le  comporte  Vétat 
actuel  de  la  science,  aux  problèmes  tels  qu'ils  s'offrent  effec- 
tivement dans  la  pratique,  sans  rien  sacrifier  des  impérieuses 
nécessités  de  celle-ci  à  la  plus  grande  facilité  des  déductions  de 
celle-là. 

Il  ne  s'agit  pas,  dans  l'application  scientifique  ainsi  com- 
prise, de  torturer  les  faits  pour  les  forcer  à  rentrer,  vaille 
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que  vaille,  dans  le  cadre  de  théories,  plus  ou  moins  sédui- 
santes, conçues  a  priori,  mais  de  plier  la  théorie  à  toutes 
les  exigences  du  fait  ;  il  ne  s'agit  pas  de  forger  des  exemples 
destinés  h  illustrer  et  à  éclairer  l'exposé  de  telle  ou  telle 
théorie  (comme  cela  se  rencontre  dans  les  Traités  de  Méca- 
nique  rationnelle  où  une  telle  manière  de  faire  est,  vu  le  but 
poursuivi,  parfaitement  légitime),  mais  de  tirer  de  la  théorie 
toutes  les  ressources  qu'elle  peut  offrir  pour  surmonter 
les  difficultés  qui  résultent  de  la  nature  même  des  choses. 

Quand  les  problèmes  sont  ainsi  posés,  ils  ne  se  prêtent  géné- 
ralement pas  à  des  solutions  aboutissant  directement  à  des 
formules  simples  et  élégantes  ;  ils  forcent  à  suivre  la  voie 
plus  pénible  des  approximations  successives;  mais  définir 
par  une  première  approximation  l'allure  générale  d'un  phé- 
nomène, puis,  par  un  effort  sans  cesse  renouvelé,  arriver  à 
le  serrer  de  plus  en  plus  près,  en  se  rendant  compte,  à 
chaque  instant,  de  l'écartement  des  limites  entre  lesquelles 
on  est  parvenu  à  le  renfermer,  c'est  bel  et  bien  faire  œuvre 
de  science;  et  c'est  pourquoi,  dans  une  Encyclopédie  qui, 
comme  son  titre  l'indique,  est,  avant  tout,  scientifique,  la 
Mécanique  appliquée  a  sa  place  marquée  au  même  titre 
que  la  Mécanique  rationnelle. 

La  seconde  moitié  de  la  Bibliothèque  est  réservée  aux 
divers  arts  techniques  dont  l'ensemble  constitue  ce  qu'on 
est  ordinairement  convenu  d'appeleiile  Génie  tant  civil  que 
militaire  *  et  maritime. 

<  Le  mot  étant  pris  dans  sa  plus  large  acception  et  s'étendant  tout  aussi  bien 
à  la  technique  de  V Artillerie  qu'à  l'ensemble  de  celles  qui  sont  plus  parti- 
culièrement <lu  ressort  do  l'arme  à  laquelle  on  applique  le  nom  de  Génie. 
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Ici,  de  par  la  force  même  des  choses,  l'expose  des  prin- 
cipes s'écarte  davantage  de  la  forme  mathématique  pour  se 
rapprocher  de  celle  qui  est  usitée  dans  le  domaine  des 
sciences  descriptives.  Cela  n'empêche  d'ailleurs  qu'il  n'y 
ait  encore,  dans  la  façon  de  classer  logiquement  les  faits, 
d'en  faire  saillir  les  lignes  principales,  surtout  d'en  dégager 
des  idées  générales,  possibilité  d'avoir  recours  à  une  méthode 
vraiment  scientifique. 

Telle  est  l'impression  qui  se  dégagera  de  l'ensemble  de 
cette  Bibliothèque  dont  les  volumes  ont  été  confiés  à  des 
spécialistes  hautement  autorisés,  personnellement  adonnés 
à  des  travaux  rentrant  dans  leurs  cadres  respectifs  et,  par 
cela  même,  pour  la  plupart  du  moins,  ordinairement 
détournés  du  labeur  de  l'écrivain  dont  ils  ont  occasionnel- 
lement accepté  la  charge  en  vue  de  l'œuvre  de  mise  au  point 
dont  les  conditions  générales  viennent  d'être  indiquées. 

Il  convient  d'ajouter  que  le  programme  de  cette  Biblio- 
thèque —  dont  la  liste  ci-dessous  fait  connaître  une  première 
ébauche,  susceptible  de  revision  et  de  compléments  ulté- 
rieurs —  s'étendra  à  toutes  les  parties  qui  peuvent  intéresser 
l'ingénieur  mécanicien  ou  constructeur,  à  l'exception  de  celles 
qui  ont  trait  soit  aux  applications  de  l'Électricité,  soit  à  la 
pratique  de  la  construction  proprement  dite,  rattachées,  dans 
cette  Encyclopédie,  à  d'autres  Bibliothèques  (29  et  33). 

Les  volumes  seront  publiés  dans  le  format  in- 18  Jésus  cartonne;  ils 
formeront  chacun  400  j)ages  environ  avec  ou  sans  figures  dans  le  texte. 
Le  prix  marqué  de  chacun  d'eux,  quel  que  soit  le  nombre  de  pages,  est 
fixé  à  5  francs.  Cliaque  volume  se  vendra  séparément. 

Voir  à  la  fin  du  volume  la  notice  sur  rEncyclopédie  scien- 
tifique pour  les  conditions  générales  de  publication. 

a. 
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BALISTIQUE  EXTÉRIEURE 

RATIONNELLE 

(problème  balistique   principal) 


INTRODUCTION 


I    I .   — -La  balistique  extérieure  rationnelle 

I.  Objet  de  la  Balistique  Extérieure.  —  L'étude 
du  mouvement  d'un  corps  pesant  de  forme  quelconque 
dans  un  milieu  résistant  est  un  problème  inabordable  dans 
l'état  actuel  de  la  Physique,  de  la  Mécanique  et  de  l'Ana- 
lyse. 

La  Balistique  Extérieure  étudie  seulement  le  mouvement 
'dans  l'air  de  corps  solides  —  les  projectiles  de  l'artillerie 
—  qui  jouissent,  au  point  de  vue  mécanique,  de  propriétés 
spéciales,  grâce  auxquelles  le  problème  balistique  devient 
notablement  plus  simple  et  plus  accessible  au  calcul. 

Les  simplifications  qu'on  apporte  au  problème  général 
constituent  les  hypothèses  qui  permettent  de  ramener 
l'étude  d'un  phénomène  naturel  très  complexe  à  une  ques- 
tion de  Mécanique  pure  et  de  constituer,  sur  des  bases 
logiques,  la  Balistique  Extérieure  rationnelle. 

BALISTIQUE.  I 
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Cette  science  met  en  présence  quatre  choses  :  la  Terre ^  la 
Gravité^  V Atmosphère  et  le  Projectile.  Les  hypothèses  néces- 
saires au  développement  de  la  Balistique  se  rapportent  à 
chacune  de  ces  quatre  choses. 

•1,  La  Terre.  —  On  suppose  d'abord  dans  l'étude  du 
mouvement  des  projectiles  sur  les  trajectoires  usuelles,  limi- 
tées dans  les  deux  sens  à  la  surface  de  la  terre,  que  celle-ci 
esi  plane  et  immobile. 

La  première  hypothèse  relativement  à  la  forme  plane  de 
la  terre  peut  être  admise  parce  que  l'étendue  des  trajectoires 
actuelles  (iio  km.  au  maximum)  est  extrêmement  petite  rela- 
tivement au  rayon  du  globe  terrestre  (6371  km.).  L'erreur 
produite  sur  la  portée  par  cette  très  faible  courbure  ne  peut 
qu'être  très  petite  relativement  à  la  portée  elle-même  ;  on 
est  conduit  à  la  négliger,  en  première  approximation  tout 
au  moins,  quitte  à  donner  le  moyen  de  l'évaluer  en  deuxième 
approximation. 

L'immobilité  de  la  terre  est  une  hypothèse  du  même  ordre. 
La  rotation  de  la  terre  influe  sur  les  trajectoires  des  projec- 
tiles ;  mais  cette  influence,  quand  on  la  traduit  en  nombres, 
en  faisant  intervenir  la  vitesse  réelle  de  rotation  de  la  terre 
et  la  petitesse  de  nos  trajectoires,  est  extrêmement  mi- 
nime. 

On  pourra  donc  encore  admettre,  tout  d'abord,  l'hypo- 
thèse de  l'immobilité  de  la  terre,  quitte  à  donner  plus  tard, 
dans  une  deuxième  approximation,  le  moyen  d'évaluer 
l'erreur  ainsi  consentie. 

3.  La  gravité.  —  Dans  l'étude  du  mouvement  des 
projectiles,  on  suppose  d'abord  que  la  gravité  est  une  force 
constante  en  grandeur  et  en  direction. 
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On  sait  que  ces  deux  hypothèses  ne  s'appliquent  légiti- 
mement qu'à  une  petite  étendue  autour  d'un  point  du  globe, 
mais  qu'en  réalité,  la  gravité  varie  suivant  l'altitude  et  que 
sa  direction  passe  à  peu  près  par  le  centre  de  la  terre.  Elle 
varie  aussi  avec  la  latitude  du  lieu  où  se  fait  le  tir.  'i 

La  petitesse  de  nos  trajectoires  actuelles  relativement  aux 
dimensions    du   globe    autorise    à    admettre   en  première  -, 

approximation,  la  constance  de  la  gravité,  en  grandeur  et 
on  direction. 

Une  seconde  approximation  permettra  d'évaluer  l'impor- 
tance de  l'erreur  introduite  par  ces  hypothèses. 

4«  L'Atmosphère.  —  Le  cas  le  plus  simple  consiste 
évidemment  à  supposer  que  l'air  où  se  meut  le  projectile 
est  homogène  et  immobile. 

Mais  en  réalité  la  densité  de  l'air  et  la  résistance  qui  en 
est  une  fonction,  varient  avec  l'altitude.  Or,  à  cause  du  peu 
d'étendue  en  hauteur  de  la  plupart  des  trajectoires  utilisées 
par  l'artillerie,  la  variation  en  densité  est  faible  de  l'origine 
au  sommet.  Il  en  résulte  qu'en  première  approximation, 
ITiypothèse  de  la  densité  constante  devra  être  admise  et 
qu'on  pourra  calculer,  comme  deuxième  approximation, 
le  terme  correctif,  en  général  petit,  du  à  la  variation  de  la 
densité  de  l'air  avec  l'altitude. 

L'hypothèse  de  l'immobilité  de  l'atmosphère  ne  présente 
pas  le  même  caractère  que  les  précédentes,  car  le  vent 
atmosphérique  doit  être  considéré  comme  mi  phénomène 
accidentel.  Ses  effets  d'ailleurs  seront  en  général  très  faibles 
relativement  aux  dimensions  de  la  trajectoire  en  air  calme, 
à  cause  de  la  petitesse  de  la  vitesse  ordinaire  du  vent  relati- 
vement à  la  vitesse  dont  est  animé  le  boulet.  Il  en  résulte 
que  l'effet  du  vent  pourra  être  calculé  comme  une  seconde 
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approximation,  tandis  que  le  problème  ordinaire  supposera 
l'air  calme. 

5.  Le  Projectile.  —  Un  projectile  qui  se  meut  dans 
un  milieu  résistant  est  sollicité  par  deux  espèces  de  forces  : 
par  la  pesanteur  qui  agit  sur  toutes  ses  particules  et  par  la 
résistance  qui  s'exerce  sur  tous  les  points  de  sa  surface. 

En  vertu  d'un  théorème  connu  «  que  le  centre  de  gravité 
d'un  corps  solide  se  meut  de  la  même  manière  que  si  toute 
la  masse  y  était  concentrée  et  que  toutes  les  forces  exté- 
rieures y  fussent  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  », 
le  mouvement  de  translation  du  projectile  est  le  même  que, 
celui  d'un  point  matériel  de  masse  égale  auquel  serait  appli- 
quée la  résultante  à  chaque  instant  de  la  pesanteur  et  de  la 
résistance. 

Si  on  considère  des  projectiles^  sphériques  dont  le  centre  de 
gravité  coïncide  avec  le  centre  de  figure,  ou  des  projectiles 
oblongs  assujettis  à  se  mouvoir  dans  le  sens  même  de  leur 
axe,  la  résistance  de  l'air  se  réduit,  par  une  raison  évidente 
de  symétrie,  à  une  force  unique  dirigée  en  sens  inverse  du 
mouvement  de  translation.  L'expérience  montre  que,  dans 
ce  cas,  la  résistance  ne  dépend,  pour  une  valeur  donnée  de 
la  densité  du  milieu,  que  de  la  vitesse  de  translation. 

On  dit  alors  que  la  résistance  est  tangentielle. 

Dans  le  cas  général  du  mouvement  d'un  mobile  de  forme 
quelconque  lancé  arbitrairement  dans  l'air,  la  résistance 
varie  à  chaque  instant,  d'abord  avec  la  vitesse  du  mobile, 
puis  avec  la  façon  dont  il  présente  sa  surface  à  l'air.  La 
résistance  est  donc  fonction  (en  grandeur  et  direction)  de 
la  position  même  du  mobile  sur  sa  trajectoire  et  de  la 
vitesse  ;  elle  n'est  plus  tangentielle. 

Les  projectiles  oblongs  lancés  par  les  canons  de  l'artillerie 
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moderne,  prennent  sous  l'action  des  rayures,  un  mouve- 
ment rapide  de  rotation  autour  de  leur  axe.  Dans  ces  con- 
ditions, nécessaires  pour  assurer  la  stabilité  du  projectile 
sur  sa  trajectoire,  Thypothèse  d'une  résistance  tangentielle, 
n'est  pas  absolument  exacte.  L'axe  de  ligure  n'est  pas  l'axe 
de  rotation  et  ni  l'un  ni  l'autre  ne  peuvent  rester  rigoureu- 
sement dirigés  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire. 

La  résistance  de  l'air  ne  se  réduit  donc  pas  à  une  force 
unique,  mais  à  une  force  et  à  un  couple  ;  elle  ne  peut  être 
rigoureusement  tangentielle. 

Le  phénomène  de  la  dérivation  des  projectiles  oblongs 
résulte  justement  de  la  non-coïncidence  de  l'axe  de  figure 
et  de  la  tangente  à  la  trajectoire.  Or,  l'expérience  montre 
que  la  dérivation  n'éloigne  le  point  de  chute  du  plan  de 
projection  que  d'une  quantité  qui  est  toujours  très  faible 
par  rapport  à  la  portée;  d'autre  part,  l'étude  théorique 
du  phénomène,  d'accord  avec  l'expérience,  indique  que  dans 
le  cas  d'un  projectile  animé  d'une  grande  vitesse  de  rota- 
tion, l'écart  entre  l'axe  de  figure  et  la  tangente  reste,  en 
général,  très  petit. 

La  force  déviatrice  qui  est  appliquée  au  projectile  et  qui 
produit  la  dérivation  est  donc  toujours  très  faible  par  rap- 
port à  la  force  principale  qui  est  la  résistance  tangentielle. 
On  peut  donc  négliger  cette  force  déviatrice,  en  première 
approximation  tout  au  moins,  et  considérer  indépendamment 
l'un  de  l'autre  le  mouvement  principal  du  à  la  seule  résistance 
tangentielle  et  le  mouvement  perturbateur  dû  à  la  force  dévia- 
trice. 

(y.  Problème  balistique  principal.  —  Les  consi- 

,  dérations  qui  viennent  d'être  développées  conduisent  à  une 

simplification    très   grande   dans  l'étude   de  la  Balistique 
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Extérieure  rationnelle.  Elles  autorisent,  en  effet,  la  division 
du  problème  en  deux  parties  de  caractères  différents  :  l'étude 
du  mouvement  principal  dû  à  l'action  simultanée  de  deux 
forces  importantes  et  l'étude  des  perturbations  dues  à  un 
grand  nombre  de  causes  de  faible  action. 

Le  problème  balistique  principal  s'énoncera  alors  ainsi  : 
Etudier  le  mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  dans  un  milieu 
en  repos,  de  densité  constante,  qui  lui  oppose  une  résistance  tan- 
gentielle,  fonction  de  la  vitesse.  —  La  terre  est  supposée  plane 
et  immobile  ;  la  gravité  est  constante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion. 

7.  Problèmes  balistiques  secondaires.   —  Le 

mouvement  du  projectile  étant  supposé  connu  par  la  solu- 
tion du  problème  balistique  principal,  il  y  aura  lieu  d'étu- 
dier les  modifications  que  les  hypothèses  siniplificatives  qui 
ont  été  faites  apportent  à  la  trajectoire  véritable. 

Les  termes  correctifs  qui  s'introduiront  ainsi  seront  en 
général  très  petits  ;  d'après  un  principe  connu,  on  pourra 
les  calculer  séparément  et  leur  somme  donnera  la  correction 
totale  à  apporter  à  la  trajectoire  principale. 

En  les  rangeant  suivant  les  causes  qui  leur  donnent 
naissance,  les  Problèmes  balistiques  secondaires  seront  les 
suivants  : 

t     T     rr  (1°  Sphéricité. 

1.  La  lerre.  .   ,     0  u  »  »-^ 

f  1^  notation. 


f  3°  Variation  avec  l'altitude. 

)   f. 


IL  La  Gravité    .      .   |  4<^  Variation  avec  la  latitude. 

f  5^  Convergence  des  verticales. 

!  (y^  Variation  de  la  densité  avec  l'al- 

III.  U Atmosphère    .  titudc. 

'  7°  Vent  atmosphérique. 

IV.  Le  Projectile.     .   \  8°  Dérivation. 
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8.  Objet  du  présent  volume.  —  On  traitera  exclu- 
sivement ici  du  problème  balistique  principal.  Mais  avant  d'en 
aborder  la  solution,  il  est  nécessaire  de  donner  quelques 
indications  sommaires  sur  les  lois  de  la  résistance  de  l'air. 
Cette  résistance  est  en  effet  la  seule  force  inconnue  qui 
figure  dans  l'énoncé  du  problème  balistique  principal  (6). 

I  2.   —  Lois  de  la  résistance  de  l'air 

9.  Lois  expérimentales.  —  L'étude  théorique  des 
lois  de  la  résistance  de  l'air  est  extrêmement  peu  avancée 
et  la  partie  de  la  physique  mathématique  qui  s'en  occupe 
est  encore  loin  de  pouvoir  rendre  compte  des  faits  expéri- 
mentaux. L'étude  expérimentale  de  ces  lois  a  été  poussée 
très  loin  par  les  artilleurs,  car  la  valeur  numérique  de  la 
résistance  de  l'air  est  nécessaire  pour  le  calcul  des  trajec- 
toires et  l'application  des  formules  de  la  Balistique  ration- 
nelle. Mais,  il  appartient  aux  traités  de  Balistique  Expéri- 
mentale de  donner  tous  les  détails  nécessaires  sur  les 
procédés  pratiques  utilisés  pour  la  détermination  des  lois 
de  la  résistance  de  l'air,  et  de  discuter  les  nombres  ainsi 
trouvés  par  l'expérience. 

Pour  aborder  et  traiter  complètement  la  Balistique  ration- 
nelle, il  importe  seulement  de  connaître  les  trois  lois  que 
l'expérience  a  mises  en  évidence  : 

i""®  loi.  —  La  résistance  de  Vair  est  proportionnelle  à  la  den- 
sité de  Vair. 

2®  loi.  —  La  résistance  de  Vair  est  proportionnelle  à  la  sec- 
tion droite  du  projectile. 

3^  loi.  —  La  résistance  de  Vair  pour  des  projectiles  de  même 
-  section  et  de  formes  peu  différentes  peut  être 
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mise  sous  la  forme  i  ¥(v)  où  i  est  un  coefficient 
indépendant  de  la  vitesse  et  ¥(v)  une  même 
fonction  de  la  vitesse  pour  tous  ces  projectiles. 

lo.  Expression  des  lois  de  la  résistance.  —  La 

résistance,  c'est-à-dire  la  force  R  en  kilogrammes  qui  s'op- 
pose au  mouvement  du  projectile,  s'écrira  d'après  les  trois 
lois  précédentes 

R  =  A  ^  i*  F(v) 
4 

où  A  est  le  poids  du  mètre  cube  d'air  en  kilogrammes, 
nombre  proportionnel  à  la  densité  de  l'air. 

a  le  diamètre  du  projectile  en  mètres. 

i  r  indice  caractéristique  du  projectile. 

h' accélération  I  de  la  résistance  de  l'air  I  =  —  =  R  ^ 

m  p 

(p  étant  le  poids  du  projectile  en  kilogrammes  et  g  l'accélé- 
ration de  la  pesanteur)  s'écrit 

1  =  0  ^  i  A  —  F(v) 

ou  bien,  en  supposant  que  le  facteur  numérique  g  —  entre 
dans  F(v),  I  ==  cF(v) 

en  posant  c  =  i  A  —  . 

Le  nombre  c  est  le  coefficient  balistique  du  projectile  ;  c¥(v) 
ou  souvent,  par  abréviation,  cF,  est  une  accélération  immé- 
diatement comparable  h  g.  he  nombre  F  est  également  une 
accélération,  celle  du  projectile  dont  le  coefficient  balistique 
est  égal  à  l'unité. 
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La  résistance  R  en  kilogrammes,  qui  pourra  se  comparer 
au  poids  du  projectile,  est  R  ^=  —  cF(v). 

II.  Fonction /(v).  —  La  fonction   ¥(v)   augmentant 
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Fig.    I 


très  vite  avec  v,  sa  représentation  graphique  n*est  pas  com- 
mode et  on  saisit  mal  les  lois  de  sa  variation.  Aussi  com- 
pare-t-on  souvent  la  fonction  ¥(v)  à  des  fonctions  monômes 
v,  v^,  v^,  ou  u*. 

En  général,    on  considère  la   fonction  f{v)   telle    que 

Les  expériences  entreprises  au  polygone  de  Gâvre,  pour- 
suivies pendant  de  très  nombreuses  années  et  utilisant  plu- 
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sieurs  milliers  de  coups  de  canon,  ont  permis  de  déterminer 
la  forme  de  la  courbe  f{v)  pour  les  projectiles  ogivaux  de 
la  marine.  Elle  est  figurée  ci-dessus. 

Cette  courbe  présente  une  certaine  symétrie  par  rapport 
au  point  qui  correspond  à  une  vitesse  de  3'i5  mètres 
(approximativement  la  vitesse  du  son  dans  l'air).  Ce  point 
paraît  être  le  centre  de  la  courbe  qui  admettrait  une  asymp- 
tote horizontale  passant  par  ce  point.  Un  maximum  et 
un  minimum  symétriques  ont  lieu  pour  des  vitesses  de 
335  4-  140  =  47^  mètres  environ  et  335  —  140  =  içjS 
mètres  environ. 

12.  Rôle  de  la  loi  de  résistance  dans  la  solu- 
tion du  problème  balistique.  —  En  considérant  la' 
forme  de  la  courbe  àes  fiy),  on  peut  se  rendre  compte  deB 
interprétations  successives  qui,  à  mesure  que  les  vitesses 
initiales  des  canons  augmentaient,  ont  dû  être  données  de 
la  loi  de  résistance  de  l'air,  de  la  progression  des  essais  ten- 
tés pour  résoudre  le  problème  balistique  en  spécifiant  la 
forme  de  la  fonction  F(t'),  des  raisons  de  leur  succès  mo- 
mentané et  des  causes  de  leur  insuffisance  finale. 

Il  s'agissait  de  trouver,  pour  la  fonction  F(i^),  une  forme 
simple,  susceptible  de  permettre  la  résolution  analytique 
du  problème  balistique,  tout  en  ne  s'écartant  pas  trop  de 
la  loi  de  résistance  véritable. 

i^  Tant  qu'il  ne  s'est  agi  que  des  vitesses  très  faibles  que, 
dans  l'ancienne  artillerie,  on  imprimait  aux  bombes,  vitesses 
variant  entre  75  mètres  et  1^0  mètres  environ,  la  loi  du 
carré,  d'ailleurs  regardée  comme  démontrée  théoriquement 
d'après  les  travaux  de  Newton,  a  pu  paraître  bien  suffi- 
samment exacte.  C'est  sur  cette  loi  quEuler  a  basé  la  pre- 
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mière  théorie  balistique.  On  n'avait  encore  aucune  mesure 
de  la  résistance  de  l'air  ;  mais  la  courbe  des  f(v)  présen- 
tant, dans  les  régions  des  vitesses  utilisées,  un  minimum, 
la  loi  quadratique  restait  la  plus  satisfaisante. 

2<*  Pour  les  vitesses  plus  grandes  qu'on  fut  bientôt  amené 
à  considérer,  et  qui  s'éten-  ^^^ 
daient  jusque  vers  35o  mètres 
le  général  Didion,  mettant  à 
profit  les  premières  détermina- 
tions de  la  résistance  de  l'air,  au 
moyen  du  pendule  balistique, 
remarquait  une  augmentation 
plus  rapide  de  la  résistance 
en  fonction  de  la  vitesse  que 
celle  qu'indiquait  la  loi  qua- 
dratique 

A  la  courbe  des y*(i»),  dans  la 
région  qui  s'étend  de  loo  mè- 
tres environ  à  3 40   mètres,  Didion  substitua  une  droite 
inclinée  sur  Taxe  des  v,  en  posant  J^v)  =:  a  ~{-  bv. 

3°  Mais  cette  loi  elle-même  ne  parut  bientôt  plus  suf- 
fisante quand  les  canons  atteignirent  des  vitesses  de 
400  mètres  et  5()o  mètres.  La  droite  de  Didion  ne  compen- 
sait que  sur  une  étendue  insuffisante  la  courbe  des^^i;)  dont 
on  obtenait  des  points  de  plus  en  plus  nombreux  par  l'em- 
ploi généralisé  des  chronographes  électriques. 

Bashforih  releva  la  droite  de  Didion  qu'il  fit  passer  par 
l'origine,  adoptant  ainsi  la  loi  cubique  F(i;)  =  B^u^ . 

4°  Mais  parmi  toutes  les  hypothèses  simples,  susceptibles 
de  représenter  la  courbe  des  f(v)  avec  quelque  précision  et 
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de  faciliter  en  même  temps  la  solution  du  problème  balis- 
tique, la  plus  remarquable  est,  sans  contredit,  celle  de 
Piton-  Brossant  qui  remplace  la  courbe  desf(v)  dont  Fas- 
cension  est  si  rapide  entre  'iSo  mètres  et  5oo  mètres,  par 
une  parabole  du  second  degré  à  axe  vertical  ayant  son  som- 
met à  Torigine.  Cette    représentation  revient  à  adopter  la 

loi  biquadratique  F(i;)  =84  v*. 
Par  une  heureuse  fortune, 
il  arrive  que  la  loi  biquadra- 
tique portée  dans  les  équations 
différentielles  du  mouvement 
permet  de  les  intégrer  à  l'aide 
de  quelques  approximations 
sous  une  forme  qui  présente 
le  maximum  de  simplicité. 

5**    Mais    l'application    de 

cette  loi  au  delà  de  5oo  mètres 

cesse  d'être  logique  :  elle  perd 

/iv  2ÛÛ  300  MO  soû  coo       alors  toute  signification  et  a  dû 

Fig.  3.  être  abandonnée  en  pratique. 


i3.  Base  réelle  du  problème  balistique.  —  Cette 
façon  d'envisager  la  solution  du  problème  balistique  en 
s'imposant  la  représentation  sous  une  forme  simple  d'une 
loi  très  compliquée,  ne  peut  évidemment  conduire  à  une 
théorie  présentant  quelque  généralité.  En  décomposant 
ainsi  en  tranches  la  loi  de  résistance  de  l'air,  en  substituant 
à  la  courbe  desf(y)  tantôt  une  droite,  tantôt  une  parabole, 

voire  une  hyperbole  |  F(v)  =  a  —  bv  d'où  f(v)  = — 


V- 


qui  est  peut-être  la  courbe  simple  représentant  le  mieux, 
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sur  une  grande  étendue  et  pour  les  grandes  \itesses,  la 
ibnctiony(v),  on  n'obtiendra  évidemment  que  des  formules 
partielles  ne  s'appliquant  qu'entre  des  limites  déterminées. 

Il  n'y  aura  aucune  unité  de  méthode  ni  de  formules 
dans  ces  solutions  particulières,  et  l'application  en  sera 
même  des  plus  difficiles  dans  la  pratique  où  les  tirs  qu'on 
veut  étudier  sortiront  souvent  des  limites  que  l'on  a  tracées 
d'avance  à  l'emploi  de  la  théorie. 

Si  ces  modes  de  représentation  ont  eu  leur,  utilité  à  leur 
heure,  la  manière  dont  on  envisage  actuellement  la  solution 
du  problème  balistique  paraît  leur  avoir  fait  perdre  une 
grande  partie  de  leur  intérêt. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  du  projectile 
s'établissent  évidemment  en  laissant  à  la  résistance  la  forme 
générale  et  implicite  F(i;) .  La  solution  vraiment  rationnelle 
et  générale  du  problème  balistique  qui  consiste  dans  l'inté- 
gration de  ces  équations  différentielles,  devrait  conserver 
cette  indétermination  de  la  fonction  ¥(y)  jusque  dans  les 
formules  d'application. 

Le  problème  devrait  être  résolu  en  lui-même,  par  des 
procédés  généraux  et  non  à  l'aide  des  artifices  analytiques 
que  peut  permettre  le  choix  d'une  forme  explicite  de  la 
fonction  F(i;). 

La  solution  devrait  pouvoir  s'appliquer  identiquement, 
non  seulement  à  la  loi  particulière  de  résistance  qui  con- 
cerne les  projectiles  en  usage  à  une  certaine  époque,  mais 
à  une  fonction  quelconque  exprimant  la  résistance.  On 
aurait  alors  une  solution  générale  du  problème  mécanique 
posé,  solution  dans  laquelle  il  suffirait  d'introduire  pour 
les  applications  numériques,  comme  cas  particulier,  pour 
ainsi  dire,  telle  loi  de  résistance  de  l'air  qu'on  voudra. 
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On  peut  dire  que  cette  manière  d'envisager  d'ensemble 
le  problème  balistique,  jointe  à  la  solution  approchée  qui*  a 
pu  être  donnée  dans  certains  cas  spéciaux  constitue  un  des 
progrès  les  plus  considérables  qui  aient  été  faits  en  Balis- 
tique Extérieure.  Le  mérite  en  revient  pour  la  plus  grande 
partie  à  deux  savants  artilleurs  italiens,  le  colonel  de  Saint- 
Robert  et  le  colonel  Siacci. 

A  l'heure  actuelle,  il  est  possible  d'élargir  la  même  idée 
de  manière  à  lui  faire  embrasser  la  Balistique  Extérieure 
rationnelle  tout  entière . 

Il  n'est  pas  inutile  cependant  d'étudier  et  de  traiter  les 
problèmes  particuliers  définis  pas  une  loi  simple  de  résis- 
tance. Outre  leur  application  encore  possible  à  des  cas  bien 
déterminés,  ils  ont  une  importance  historique  considérable; 
leur  connaissance  est  nécessaire  pour  lire^  les  travaux  des 
balisticiens  et  pour  comprendre  les  rapports  des  commis- 
sions d'expérience  ;  enfin  certaines  questions,  inabordables 
par  une  théorie  générale,  admettent  dans  des  cas  particuliers 
une  solution  complète  qui  peut  déjà  donner  des  résultats 
approchés,  d'une  application  assez  étendue  et  d'une  généra- 
lisation possible. 

I  3.  —  Divisions  de  l'ouvrage 
14.  Les  deux  premiers  livres.  —  Une  division 

logique  d'une  science  est  bien  souvent  le  critérium  le  plus 
sur  de  son  degré  d'avancement  ;  aussi  est-il  en  général 
impossible  d'établir  à  priori  une  division  dont  la  base  sup- 
pose forcément  la  connaissance  même  de  la  science  pres- 
que entière.  Les  parties  naturelles  de  la  Balistique  Exté- 
rieure rationnelle  s'établissent,  comme  on  le  verra,   par 


T:' 


DIVISIONS    DE    l'ouvrage  l5 

la  discussion  d'une  certaine  équation  difTérentielle  (io5). 

On  ne  peut  donc  donner  ici  que  la  division  de  la  partie 
de  l'ouvrage  qui  conduira  le  lecteur  jusqu'à  cette  première 
étape. 

Le  problème  balistique  principal  met,  en  un  point  de  la 
trajectoire,  en  présence  deux  forces  la  gravité  g,  ï accéléra- 
tion de  la  résistance  de  Vair  c¥{y)  et  une  direction  V inclinai- 
son T  de  la  tangente  à  la  trajectoire  ;  la  considération  de  ces 
trois  éléments  suffit  évidemment  pour  établir  les  équations 
différentielles  du  mouvemei^t.  Or  le  problème  balistique 
se  simplifiera  notablement  quand  l'influence  de  l'un  ou 
de  l'autre  de  ces  éléments  disparaîtra. 

Le  livre  I  de  l'ouvrage  sera  donc  consacré  à  Tétude  des 
Cas  limites  du  problème  balistique  qui  seront  évidemment  au 
nombre  de  quatre  : 

cF[v)  =  o.      Mouvement  dans  le  vide. 

g  =  o.      Mouvement  rectiligne  dans  Vair. 

Tc       Mouvement  ascendant  d'un  point  pesant  dans 

'1  un  milieu  résistant. 

Tz       Mouvement  descendant  d'un  point  pesant  dans 

2  un  milieu  résistant. 

Le  livre  II  :  Les  propriétés  générales  des  trajectoires  atmo- 
sphériques, traitera  de  toutes  les  questions  que  l'on  peut 
aborder  par  la  seule  discussion  des  équations  diflérentielles 
du  mouvement.  Il  se  terminera  par  la  classification  des  cas 
où  on  peut  intégrer  ces  équations  différentielles,  ce  qui 
constituera  la  division  de  la  seconde  partie  de  l'ouvrage. 
Celle-ci  sera  consacrée  à  l'étude  détaillée  des  différents 
problèmes  ainsi  définis. 
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LES   CAS  LIMITES  DU  PROBLÈME 

BALISTIQUE 


CHAPITRE  PREMIER 

MOUVEMENT  DES  PROJECTILES  DANS  LE  VIDE 

§   I.  —  Équations  du  mouvement   dans  le  vide 

i5.  Équations  différentielles  du  second  ordre. 

—  Dans  le  vide,  une  seule  force  agit  sur  le  projectile, 
le  poids  qui  est  appliqué  au  centre  de  gravité.  Le  pro- 
blème balistique  principal  suppose  cette  force  constante 
en  grandeur  et  en  direction  (3) .  Le  centre  de  gravité  ne 
sortira  donc  jamais  du  plan  qui  contient,  à  un  instant 
quelconque,  la  direction  de  la  pesanteur  et  celle  de  la 
vitesse  acquise.  La  trajectoire  est,  par  suite,  une  courbe 
plane  contenue  dans  le  plan  vertical  du  premier  élément 
de  la  trajectoire.  Ce  plan  est  le  plan  de  projection. 

Soit  0  la  bouche  de  la  pièce  que  nous  prendrons 
comme  origine  de  la  trajectoire.  Le  mouvement  du 
centre  de  gravité  M  du  projectile  sera  rapporté  à  deux 
axes  rectangulaires  situés  dans  le  plan  de  projection, 
Ox  horizontal,  Oy  vertical. 
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Soient/)  le  poids  du  projectile,  (/  la  gravité,  t  le  temps 
compté  à  partir  de  l'origine  O  de  la  trajectoire. 

Puisque  la  seule  force  appliquée  au  centre  de  gravité 
agit  suivant  la  verticale,    la    projection  de   l'accéléra- 
tion suivant  l'axe  des  x  est  nulle 
M^^  et  suivant  Taxe  des  y,   elle  est 
égale  à  —  g.  On  a  donc  les  deux 
équations    du    mouvement    sui- 
vantes : 
>i 

Fis- 4.  dt'~''         'dê~~^' 

Ces  équations  sïntègrent  facilement 
sous  cette  forme.  Ainsi,  une  première  intégration  donne 

On  voit  que  les  deux  mouvements  suivant  les  axes 
des  X  et  des  y  sont  indépendants  l'un  de  l'autre  :  le 
premier,  suivant  l'axe  des  x  est  uniforme  et  de  vitesse 
constamment  égale  à  G.  Le  second,  suivant  l'axe  des  j, 
est  uniformément  retardé;  ce  mouvement  est  celui  d'un 
projectile  lancé  verticalement  avec  une  vitesse  C. 

On  a  d'ailleurs,  en  faisant  t  ==  o 

G  =  Vo  cos  a  G  =  Vq  sin  a. 

Vq  est  la  vitesse  initiale. 
Cf.  est  Vangle  de  projection. 

# 

i6.  Les  quatre  équations  différentielles  du 
premier  ordre.  —  Afin  de  rapprocher  la  forme  des 
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expressions  des  éléments  de  la  trajectoire  dans  le  vide  de 
celle  que  Ton  adopte  en  général  pour  la  solution  du 
problème  balistique  dans  Tair,  on  transformera  les 
deux  équations  diflFérentielles  du  second  ordre  en  quatre 
équations  du  premier  ordre  de  la  manière   suivante   : 

Soient  v  la  vitesse  du  projectile  au  point  M  et  t  /'m- 
clinaison  sur  l'horizontale  de  la  tangente  à  la  trajectoire 
au  même  point. 

On  a  les  deux  relations 

dx  dv 

—j-  =  V  cos  1  -f-  =  V  sm  T. 

dt  dt 

Les  deux  équations  diflFérentielles  du  second  ordre 
deviennent  alors 

d{v  cos  t)  div  sin  i) 

-^ i -^  =  o  — ^: — ; =  —  q 

dt  dt  ^ 

ou,  en  développant  les  numérateurs  : 

dv  .        d'z 

cos  1  —j V  sin  T  -7-  ==  o 

dt  dt 

dv  d-z 

sm  T  —, — h  V  cos  T  -7-  =  —  q. 
dt  dt  "^ 

Multipliant  la  première  par  sin  t  dt^  et  la  seconde  par 
cos  T  dt  et  retranchant,  il  viendra  : 


COS  T 


Remplaçant  alors  dt  par  sa  valeur  en  fonction  de 
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V  et  T  dans  les  expressions  de  dx  et  de  dy  et  posant 
u  =  V  cos  T  on  obtiendra  le  système  des  quatre  équa- 
tions diflFérentielles  suivantes  qui  sont  celles  qu'on  se 
proposait  d'établir  : 

,  j  u^    d'z 

du  =  o  dx  = 5— 

g  cos  T 

,  u      dx  j  u^  dx 

«^  =  —  —  Tzn:  «J  =  — T-  *?  '^ 


COS''  T  ^  g  COS^  T 

17.  Intégration  avec  la  variable  t.  —  La  pre- 
mière équation,  cfu  =  o,  donne  u  =  const.  Comme,  à 
Torigine,  on  a  «^  =  V^  cos  a,  la  constante  est  égale  à 
Vq  cos  a,  d'où  ce  théorème  :  La  vitesse  horizontale  se 
conserve  constante  dans  le  vide  et  on  a,  en  chaque  point 
de  la  trajectoire^  u  =  V^,  cos  a. 

Remplaçant  alors,  dans  les  trois  autres  équations 
différentielles  u  par  u^  et  intégrant,  il  viendra  le  sys- 
tème suivant  qui  résoud  le  problème  du  mouvement 
dans  le  vide,  avec  la  variable  t  ; 

u^ 
u  =  u^  a;  =  y  (tg  a  —  tg  t) 

18.  Expression  de  l'arc  s.  —  On  remarquera,  en 
outre,  l'expression  de  l'arc  s  de  la  trajectoire,  en  fonc- 
tion de  l'inclinaison  t. 


On  a  :     ds  =  sjdx^  +  d'f  = 


dx 


g    cos^  X 


!  "1 


»  -  ■  -*—       il-» 
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et  cette  équation  s'intégrera  par  la  formule  : 


u." 


*  =  -^[Ç.(«)-5.W] 


en  posant 

*'^    d'z 


Cette  intégrale  s'obtient  facilement  par  une  intégration 
par  parties,  développée  ainsi  qu'il  suit  : 


^  ^  Jo        COS^  T  Jo        COS 


dl 


COS  T      COS'^  T 

I      .  /"t:  sin  t    ,  sin  t  /*t:  sin'  t    . , 

=  tgT /       tgT 7— c/t= /      r (il 

COS  T  Jo  COS-  T  COS-  T  Jo      COS^  T 

sin  T  /'t:  I  —  cos^  t    ,         sin  t        *-  ,  s  ,     f*'^   d-: 

= ; /       r aT= i Ç>  {t)+     /        

COS"^  T  ^o  COS"*  T  COS'  T  Jo     COS  T 

d'où  Ç,(t)  =-     —  +   /      

^^   ^  '2     L  COS-  T  Jo         COS  T  J 

Or 


"^^^U+T)^^nT+-^ 


•2  COS-      —  -1 


c.q.f.d.  /^        ^v 

On  posera  aussi  parfois         Ç(j(t)  =  Log  tg  (  T"  +  7"  )  • 
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19.  Changement  de  variables.  Formules  des 
éléments  d'un  point  de  la  trajectoire.  —  Dans 

les  formules  du  n°  17,  qui  donnent  f,  a?  et  y  en  fonction 
de  T,  on  peut,  par  des  transformations  aisées,  prendre, 
au  lieu  de  t  comme  variable  indépendante,  celle  des  trois 


-] 


V) 

u 

O 

y 


V> 


VARIABLE 


lit 


yltg- 


S 


/■ 


V 


"0 


=  tg  a 


tgx 


u 


0 


COS  T 


VARIABLE    ( 


tgT  =  tga 


9« 


Ur 


M 


ic  =:  Ugi 


7  =  Uo<  tg  a  —  --  (/<2 


"  =  "oy 


i  +  ,tg.-J^^ 


.2 


VARIABLE    X 


tg  T  zz:  tg  a 


if. 


II 


0 


» 


7  =  a?  tg  a  — 


ifl 

2«0 


"t"V'+('?'"5 


*  Le  radical  doit  être  pris  avec  le  signe  -|-  seulement,  car  ces  radicaux  sont  rexpression  de 


variables  /,  a;  ou  y  qu'on  voudra.  A  l'aide  de  la 
relation  v  cosT  =  aQ,  on  pourra  aussi  prendrez  comme 
variable. 

Le  tableau  ci-dessus  résume  l'ensemble  des  formules 
qu'on  peut  ainsi  obtenir,  pour  un  point  quelconque  de 
la  trajectoire,  en  fonction  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces 
5  variables  naturelles  et  des  données  à  l'origine  (a,  VJ. 
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Remarquons  que  l'équation  j  =  — résulte  direc- 

tement  de  l'application  du  théorème  des  forces  vives  et  que 
les  deux  expressions  v  = 


II 


cos  T 


li_  et  a?  =  uj  sont  la  traduc- 


TARIABLE  y 

4 


lgTi=:±:-i-\/«5lg2a_ 

"o     ▼  

Uotgaztyujtg^a  — 


9 


'^gy 


L_ 


X  =:  — 


9  L 


m 


V  =  s/\i  - 


'^gy 


VARIABLE    V 


COS 


_  "o 


«r 


V 


x  =  -!^  (iga 


r  = 


V5  -  ^' 
29 


m 

u 
:^ 

O 

u 


a? 


u 


7: 


cos 


X  pour  T  compris  entre  -j et  —  —^- 


lion  du  théorème  de  la  constance  de  la  vitesse  horizontale. 

Exercice.  —  Prendre  comme  variable  la  vitesse  verticale 
i>y  =  V  sin  T  ;  on  a  V(j  =  Vq  sin  a.  Les  formules  sont  : 


for    T 


U, 


V, 


—  tg'^;<=r    î^o  — ^y    ;^  =  — cotg  a   (Vq  — Vy); 


V 


Vo  ^v 


a 
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20.  Équations  intrinsèques-  —  Si  on  projette 
les  forces  qui  agissent  en  un  point  de  la  trajectoire  sur 
la  tangente  et  la  normale  en  ce  point,  on  sait  qu'on 
obtient  les  équations  différentielles  dites  intrinsèques  de 
la  trajectoire. 

On  aura  sur  la  tangente  : 

/     •  et  sur  la  normale  : 

«> 
y" 

Fig-  5.  =  g  cOS  T, 


r  étant  le  rayon  de  courbure  au  point  M.     , 
D'après  ces  équations,  on  voit  : 

1**  que  -TT  s'annule  pour  t  =  o  (sommet  de  la  tra- 
jectoire). La  vitesse  v  passe  donc  par  un  minimum. 
En  effet,  on  a 

d^v  dx  .,  cos^  t     ' 

—TT-  =  —  Q  cos  T  —7-  =  cr 

dt""  ^  dt        ^        V 

c'est-à-dire  une  quantité  positive. 


v' 


2°  que  le  rayon  de  courbure  /*  = est 

^  ^  (j  cos  T 

minimum  au  même  point,  puisque  d  est  minimum  et 

cos  T  =  1,  maximum.  Pour  la  valeur  r^  du  rayon  de 

courbure  au  sommet,  on  a  :  r.  = ^  ou  en   vertu 

du  théorème  de  la  constance  de  la  vitesse  horizontale 


"ô 
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2S 


i    ^- 


Trajectoire  du  vide 


21.    Équation  de  la  trajectoire.    —  Dans   le 
tableau  du  n^   19,   Texpression  de  y  en  fonction  de  x 

[^'''colonne,  4""  ligne] 
représentera  la  trajec- 
toire ;  c'est  l'équation 
1^  a?  suivante  : 


ac 


— a? 


j  =  o;  tg  a  — 


9^ 
2w: 


Fig.  6. 


La  trajectoire  est 
une  parabole  à  axe  vertical  dont  la  tangente  à  l'origine 
a  l'inclinaison  a. 

Par  un  déplacement  parallèle  des  axes  de  coordon- 
nées, il  est  aisé  de  mettre  cette  parabole  soùs  la  forme 
réduite.  Il  suffit,  en  effet,  de  poser  : 


u 


a?  =  — -'  tff  a  —  X. 
9 


et 


u: 


y^^'^'^'-y- 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  tra- 
jectoire, on  obtient  l'équation  : 


2m; 


Xi  —  "         y. . 
9 

La  parabole  se  trouve  ainsi  rapportée  à  son  sommet. 

Ce  point  est  aussi  le  sommet  de  la  trajectoire  qui  se 
compose  de  deux  branches  symétriques  :  la  branche 
ascendante^  allant  de  l'origine  au  sommet,  et  la  branche 
descendante  située  au  delà  du  sommet. 

S'il  n'y  avait  pas  de  pesanteur,  le  projectile  suivrait 


BALISTIQUE. 
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constamment  la  ligne  de  projection,  c'est-à-dire  la  droite 
y  =  ig  CL.  L'abaissement  H  est  la  quantité  dont  le  pro- 
jectile est  tombé  au-dessous  de  sa  tangente  initiale; 
il  a  pour  expression 

QCC  I 

H  =  ^-^-  ou  encore  H  =  — qt^ 

d'après  l'expression  de  t  en  fonction  de  x  (tableau  du 
n**  19,  col.  3,  lig.  2). 

22.  Directrice  et  foyer.  —  On  sait  que  lorsque 

une  parabole  est  mise  sous  la  forme  réduite  x^  =  2/)j, 

la  directrice  se  trouve  à  une  distance  du  sommet  égale 

,   P 
a  — . 
2 

Or,  nous  avons  mis  Féquation  de  la  trajectoire  sous 

Oïl"  «2 

la  forme  réduite  x]  =  — -y,.  On  a  donc  p  =  — . 

^       .  ,  .  9 

La  directrice  se  trouve  ainsi  à  une  distance  verticale 

— ^  au-dessus  du  sommet.  Mais  le  sommet  lui-même, 

d'après  le  changement  de  coordonnées  qui  a  été  fait  (21) 

ni 
se  trouve  à  une  distance  — -  tg^  a  au-dessus  de  l'origine 

de  la  trajectoire.  ^ 

Par  suite,  la  directrice  est  à  une  distance 


I  +  tg^  a) 


2g    \  /  2^ 

Vo 

au-dessus  de  l'origine.  — -  est  la  hauteur  due  à  la  vi- 
Icssc  \\,  c'est-à-dire  la  hauteur  h  à  laquelle  s'élève  le 


J 
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projectile  quand  il  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut 
avec  la  vitesse  V^. 

L3  foyer  de  la  parabole  se  trouve  à  une  distance  — - 
au-dessous  du  sommet.  ^ 

23.  Vitesse  du  projectile  en  un  point.  — Puisque, 
sur  toute  la  trajectoire,  la  vitesse  horizontale  u  est  cons- 
tante, on  a,  en  un  point  d'inclinaison  t  : 

V^j  cos  a 


cos  T 
La  vitesse  qui  est  infinie  pour  t  =  —  ,  extrémité  de 

la  branche  ascendante,  en  amont  de  l'origine ,  décroît 
jusqu'au  sommet  où  t  =  o  et  Vg  ==  «^.  Sur  la  branche 
descendante,  t  devient  négatif  et  la  vitesse  v  croît  jus- 
te 
qu'à  l'infini,   pour  t  = ,  en  repassant  par  les 

mêmes  valeurs  que  sur  la  branche  ascendante,  pour  des 
ordonnées  égales. 

On  peut  encore  écrire  directement,  en  appUquant  le 
théorème  des  forces  vives  u^  =  Vq  —  o.gy, 

La  vitesse  du  projectile  au  point  y  est  la  même  que 
s'il  était  tombé  de  la  directrice,  c'est-à-dire  d'une  hau- 

teur  — ' y-,  ^^  partant  de  cette  directrice  avec  une 

vitesse  nulle. 

24.  Formules  du  sommet.  —  Le  sommet  est 
défini  par  la  condition  t  =  o. 

Les  6  quantités  qui  subsistent  dans  les  équations  du 
tableau  du  n°  19  sont  alors  : 
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Données.   .  w_  ^   i^^^^^v.  \i^    r^.^^i^  ]  c.-à-d.  V^jCta. 


Uq  vitesse  initiale  hori-  "^ 
)  zontale.  ( 

i  tg  a  tangente   de  l angle  i 
\  de  projection,         j 

Xg  abscisse  du  sommet. 

j  Yg  Jlèche  de  la  trajectoire. 

Inconnues.   .  j^  ^^^^^  ^^  trajet  correspondante. 

f  Vg  vitesse  du  projectile  au  sommet. 
Comme  on  a  Vg  =  a^,  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer 
la  quantité  Vg  comme  une  inconnue  dont  il  soit  néces- 
saire de  donner  l'expression.  Il  reste  donc  3  inconnues. 
Chacune  des  5  quantités  u^^  tg  a,  X^,  Yg,  T^,  est  déter- 
minée en  fonction  de  deux  des  autres,  de  sorte  que  le 
nombre  des  formules  possibles  est  le  nombre  de  combi- 

5.4.3. 
naisons  de  5  objets  pris  3  à  3,  c'est-à-dire  — '■ — -^  =10. 

Mais,  comme  il  se  trouve  que  dans  Tg  et  Yg,  les  deux 
quantités  u^  et  tgof  sont  engagées  seulement  sous  la 
forme  du  produit  u^  tga,  on  n'aura  point 

T,  =  /,(Y„«,)etT3=y;(Y„.tga), 
mais  seulement  Tg  =/3  (Yg)  équation  obtenue  en  élimi- 
nant Uq  tg  7.  entre  T^  et  Yg.  De  plus,  il  n'existera  pas  de 
relation  f^  (Xg,  Yg,  Tg)  ==  o  à  cause  de  la  dépendance 
mutuelle  de  Yg  et  Tg.  Donc,  au  lieu  de  10  combinaisons, 
il  n'existera  en  réalité  que  8  formules  distinctes. 

Les  huit  formules  du  sommet  sont  les  suivantes  : 

Xg  =  — tga. 

T  _  J^  tc^  ^  —  2^  —  V"^^  ^g  ^ 
'~    9     ^      ^"o~     .    9 

Yg  =  ii-tg^a=  25^=2^  tga=^--^^T^ 

^g  2UÔ         2    ^  2  "^ 
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On  a  en  plus  Vg  =  u^. 

On  peut  remarquer  que  Y  abaissement  Hg  du  sommet 
est  égal  à  \ai  flèche  Yg. 

25.  Formules  du  point  de  chute.  —  Le  point  de 
chute  est  Tintersection  de  la  trajectoire  et  d^une  hori- 
zontale passant  par  la  bouche  du  canon.  Il  est  défini  en 
faisant  y  =  o  dans  les  équations  du  tableau  du  n*»  19. 

Appelant  w  V angle  de  chute ^  Téquation  (col.  i ,  ligne  4) 


-H'^-'-'f^) 


^9 

donnera  pour  y  ==  o  :      tg^  a  ==  tg^  to 
d'où  tg  0)  =  it  tg  a. 

La  trajectoire  rencontre  Thorizontale  de  la  bouche 
aux  deux  points  correspondants  à  to  =  zh  a.  Le  pre- 
mier Cl)  =:  +  a  est  Torigine  ;  le  second  co  =  —  a  est  le 
point  de  chute. 

Si  de  plus,  on  remarque  que  la  vitesse  restante  V„ 
est  connue,  puisqu'elle  est  égale  à  la  vitesse  initiale  V^^, 
on  doit  dire  que,  dans  le  problème  de  la  recherche  du 
point  de  chute  ne  figurent  que  quatre  quantités  sus- 
ceptibles de  se  combiner  en  formules  : 

u^^      vitesse  initiale  hori- 

Données.  .  l  .        .  s     j     n       il  c.-à-d.  V^eta, 

tg  a  tangente   de  l  angle 

de  projection. 

r  (  X      portée. 

Inconnues.  ]  rp       j     ,     1    ^     •  ^ 
(  1       durée  du  trajet. 

2. 


0 


... 
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Ces  quatre  variables,  combinées  3  par  3  donnent  les 
—    './  ==  4  formules  oui  suivent  : 

1.2.0.  ^ 

0 

fj  

T=^^tga  =  — =\/-Xtga. 

On  a,  en  plus 

(u  ==  -  a  V„  =  V„ 

Ce  sont  les  formules  du  point  de  chute. 

On  peut  encore  écrire  les  formules  du  point  de  chute, 
en  mettant  en  évidence  la  variable  V^,  au  lieu  de  u^  ; 
on  a  ainsi  : 

X^  0 
=  —  sin  2a 

9  

T  = ^  sin  a  =  -^ =  1/  —  X  tg  a. 

g  V,  cosa         V    (/         ^ 

Entre  X  et  T  on  peut  éliminer  soit  a,  soit  V^  et  obte- 
nir les  deux  systèmes  d'équations  qui  suivent  : 


=VJy/i 


f/T    ^      _       aV?±2v/VJ-/X^ 


X=V„TV/i  — ^^    ou   T-  = 

4V5  g' 

X  =  -^ —  cotg  a        ou        T^  = tg  a. 

^  9 

On  exprimerait  les  éléments  du  sommet  X^,  Y^,  T,  en 
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fonction  des  éléments  du  point  de  chute  par  les  for- 
mules : 

^s  =  — j  ^s=~>  ^s  =  "7rS'^  • 


2 


2'  ^8 


Rabaissement  H^  au  point  de  chute  étant  exprimé  par 
la  formule  —  (/T^ ,  est  égal  à  4  fois  la  flèche  de  la  trajectoire • 

26.  Formules  différentielles.  —  Les  formules 
différentielles  ont  pour  but  de  répondre  à  la  question 
suivante  :  les  conditions  initiales  cl  et  V^  du  tir  sont  un 
peu  changées^  ol  devenant  a  +  ôa  ef  V^  devenant  V^^  -{-àV  : 
quelles  modifications  très  petites  ÔX,  dT,  ÔA^^,  OFg  etc.^ 
subissent  corrélativement  les  éléments  du  point  de  chute 
et  du  sommet  ? 

Prenons,  par  exemple,  la  portée  X  dont  l'expression 

2V; 
développée  est  :       X  = sin  a  cos  a. 

Différentiant  logarithmiquement,  il  viendra  : 

dX  2dV^,  /  cos  a         sin  a  \ 

X  Vy  \  sin  a         cos  a  / 


g  2a 


et  la  parenthèse  se  réduit  à  - 

En  opérant  un  calcul  analogue  pour  les  autres  élé- 
,  ments,  on  arrivera  au  tableau  suivant  : 

Formules  différentielles  du  point  de  chute. 

ÔX  '1  ÔVo  ,        Si      . 

X  Vo  ^    tg-2a 

T  Vo  tg  a 


'   --^ 
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Formules  différentielles  du  sommet. 


ÔX, 


Fig.  7. 


V. 
Vo 

Vo 
ÔV„ 


'2 


+ 


tgaa 
I 


da 


tga 
2 


tga 
tg  a  ôa 


da 


Pour  le  point  de  chute,  on  peut  de- 
mander encore  l'écart  bh  sur  un  panneau 
vertical,  dû  aux  variations  ôVo  et  âa. 

Comme  on  a  3/i  =  ôX  tg  a,  on  arrive 
aisément  à  la  formule 


dh  ^  2A  tg  a  -^TT— 

'0 


liX 


tg  '2  a 


da. 


I  3.  —  Famille  des  trajectoires  a  vitesse  initiale 

CONSTANTE 

27.  Hypothèse.  —  On  suppose  que  d'un  même 
point  O,  on  lance  des  projectiles  avec  la  même  vitesse 
initiale  V,,,  mais  sous  des  angles  de  projection  différents. 
On  obtient  ainsi  une  famille  de  trajectoires  qui  jouissent 
de  propriétés  communes  résultant  de  ce  que,  dans 
l'équation  de  la  trajectoire  écrite  en  mettant  V^  en  évi- 
dence : 


7  =  a;  tg  a  — 


gx' 


2\'i  cos'"*  a  ^ 


a  est  le  seul  paramètre  variable. 


.   .^, 
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Ce  sont  les  principales  propriétés  de  ces  trajectoires- 
que  nous  nous  proposons  d'examiner  ici. 


28.  Théorèmes  sur  les  directrices,  les  foyers 
et  les  sommets  des  trajectoires  Vo  =  const.  — 

1°  Toutes  les  trajectoires  V^  =  const.  ont  même  direc- 


trice. 


Vf 


-  Ce  théorème  résulte  de  la  valeur  — -  trouvée 

^^.         . 
précédemment   (22)  pour  la  distance  de  la  directrice 

au-dessus  de   l'origine  0    de  la   trajectoire,   quel   que 
soit  l'angle  de  projection  a. 

2°  Le  lieu  des  foyers  des  trajectoires  V^  =  const.  est 
une  circonférence,  —  Soit  F  le  foyer  d'une  de  ces. 
paraboles  OSco  ;  soit  D'DD" 
la  directrice.  D'après  la  défi- 
nition géométrique  de  la  pa- 
rabole et  le  théorème  précé- 
dent, on  a  : 

V^ 


^9 


Fig.  8. 


FO  est  ainsi  constant  et 
le  lieu  des  foyers  F  est  une  circonférence  ayant  l'origine 


Y2 


pour  centre  et  pour  rayon 

La  tangente  à  l'origine  OT  est  la  bissectrice  de  l'angle 
D'OF  d'après  la  propriété  connue  de  la  tangente  à  la 
parabole. 

3^  Le  lieu  des  sommets  des  trajectoires  Fq  =  const. 
est  une  ellipse.  —  Le  sommet  de  la  trajectoire  OSto  est 
en  S,  milieu  de  la  perpendiculaire  FD  abaissée  du  foyer 
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sur  la  directrice.  Soit  la  droite  MN  menée  au  milieu  de 
OD'.  On  aura  :    . 

SF  ==  —  FD  =  —  /'^  —  FQ 

2  2     \2^ 

1  V^ 
FM  =  FQ  —  --  -^ 

2  ig 

d'où  SM  =  SF  +  FM  =  ~  FQ 

2 

Or,  d'après  le  théorème  précédent,  on  a 

ÔQ'  +  FQ'=  (^^ 

Posant  a?  =  MN  =  OQ  et  y  =  SM,  cette  rela- 
tion  s'écrira  :       x^  -{-  Ay^  =  { —^ 

C'est  l'équation  d'une  ellipse  dont  le  centre  est  en  N 

et  qui  a  pour  demi-grands  axes  — -  (horizontalement)  et 

-j^  (verticalement). 

Les  équations  du  n^  24  permettent  d'ailleurs  de  trou- 
ver immédiatement  cette  ellipse.  On  a,  en  effet,  les 
deux  valeurs  de  Yg  suivantes  : 

Y  ^       ff  X        ^  Vg  sin'  g 
*        2Vq  cos^  a  2g 

d'où  en  éliminant  a  entre  ces  deux  relations  : 

2  V  2^ 
XH-4Y?=^^'Y,. 

qui  se  réduit  à  la  précédente  ellipse,  par  le  changement 
de  l'axe  des  y  en  posant  :  x  ^  X^  et  y  =  Y^ -r^ . 


•  -" 
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Le  sommet  K  de  l'ellipse  sur  Taxe  horizontal  corres- 
pond  à  la  valeur  Y-  =  -7^  d'où         sin^  a  =  — 

c'est-à-dire         a  =  —  . 

4 

L'éloignement  maximum  OS  du  sommet  S  à  l'ori- 
gine 0  correspond  à  la  normale  abaissée  de  0  sur 
l'ellipse.  Xs,  Yg  étant  les  coordonnées  du  sommet,  le 
carré  de  OS  a  pour  expression  : 

ÔS*  =  XI  +  Yf  =  -^  (-^^  +  cos^  a)  sin^  a 

Pour  avoir  le  maximum  de  OS,  on  égalera  à  zéro  la 
dérivée  du  2®  membre  par  rapport  à  a.  On  obtient  ainsi 
la  condition 

sin  a  cos  a  (2  —  3  sin^  a)  =  o 
équation  qui,  outre  les  points  0  et  D',  fournit  la  solution 

sin  a  =  \/  -rr  ;        c'est-à-dire  :        a  =  54^4 2'- 

29.  Théorèmes  sur  la  portée  des  trajectoires 
Vo  =  const. 

i^  Formule  de  la  portée.  —  On  a  : 

X  =  — -  tg  a         ou         X  =  — -  sin  2a 
9  9 

2**  Les  portées  sous  deux  angles  complémentaires 
sont  égales.  —  Car  si  on  prend  un  angle  de  projection 

a'  =  —  —  a,  la  formule  de  la  portée  X'  correspondante 
sera  : 
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Y2  Y2 

X'  =  — ^-  sin  (tt  —  2a)  =  —^  sin  2a  =  X      c.  q.  f.  d. 
9  9  ^ 

3®  L angle  de  portée  maximum  a^,  est  égal  à  ~  .  — 

C'est,  en  effet,  la  valeur  7.,^  =  —  qui  rend  sin  2a  maxi- 
mum et  égal  ai.  ^  ^2 
La  portée  maximum  X^  a  pour  valeur  Xn,  ==  — ^ .  Elle 

g 

<est  donc  le  double  de  la  hauteur  h  due  à  la  vitesse  V^  (22) . 

4°  Le  foyer  de  la  parabole  de  portée  maximum  est 
sur  taxe  des  x.  —  Car  le   foyer  est  situé  à  une  dis- 

tance  — ^  de  l'origine  et  sur  la  verticale  du  sommet  ; 

^^'^     .  .  V- 

11  est  au  milieu  de  la  portée  maximum  X^  =  — ^  . 


9 


X  tg  a 
^t         Y.  =  ^  tga  =  ^tga;  d'où  H.  =  4Y3. 


5^  La  flèche  de  la  trajectoire  Y^  est  le  quart  de  rabais- 
sement H^  du  point  de  chute.  —  Car,  on  a  :  H 

X.  X 

4 

6°  Si  du  point  D'  de  la  directrice 

situé  à  une  hauteur  — -  au-dessus  de 

■  ^9 
l'origine  0,  on  décrit  une  circonfé- 

rence  de  rayon  — - ,  la  portée  sous 

l'angle  a  est  égale  à  la  corde  de 
lare  2a. 

Cela  résulte  immédiatement  de 

la    formule    X    =  —  ^-  sin  2a  ;  car  dans  le  triansfle 

9  ^ 

rectangle  OAF,  on  a  OP'  =  AO  sin  PAO 


Fig-  9- 


OU 


OF  =  -^  sin  oa. 
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3o.  Problème  de  la  détermination  de  l'angle 
de  projection   (Vo  =^  const.). —  i" Étant  donnée  la 

vitesse  Initiale  F„  d'an  projectile,  sohs  fjael  anrjle  doit- 
on  le  lancer  pour  atteindre  un  point  donné  Â  (Démons- 
tration géométrique.) 

D'après  le  théorème  du  n"  28-2",  le  foyer  de  la  para- 
bole répondant  à  la  ques- 
lion  doit  se  trouver  d'abord 
sur  la  circonférence  D'd  de 

rayon  — ~  ,  lieu,  des  foyers. 

Il  doit  aussi  se  trouver, 
d'après  la  définilion  de  la 
parabole,  sur  une  autre  cir- 
conférence ayant  A  pour 
centre    et   tangente    à    la  Fig.  m, 

directrice  D'  D". 

L'inlersection  de  ces  deux  circonférences  donne,  ea 
général,  deux  points  F  et  F',  foyers  de  deux  para- 
boles répondant  à  la  queslion  et  déterminées  par  le 
foyer,  la  directrice  et  le  point  0. 

2"  Relation  entre  les  deux  anyles  de  projection.  —  On 
appelle  ligne  de  site  la  ligne  O.V  allant  de  l'origine  au 
but.  Les  tangentes  à  l'origirie  des  dcu\  trajectoires  qui 
passent  par  le  point  0  sont  telles  que  Vanr/le  formé  par 
[une  avec  la  ligne  de  site  est  éijal  h  l' angle  formé  par 
Caalre  avec  la  verticale. 

Soient  OT  et  OT'  ces  deux  tangentes  :  il  faut  démon- 
trer cpie  DOT  ^  T'O.V.  Or  d'après  les  propriétés  des 
tangentes  à  la  parabole  : 
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OT  correspondant  au  foyer  F  est  la  bissectrice  de  D'OF. 
OP  »  F  »  ]yO¥'. 

On  a  donc  : 

Dm  =  2Dm  +  FOA  =  2iyoT'  —  foa 

et  comme  FOA  =  FOA,  on  a  DOT  =  Dm'  —  FOÀ; 
mais  D'OT'  =  T'OF'  ;  il  viendra  donc  : 

DOT  =  rOF  —  FOA  =  TOA 

C'est  la  propriété  énoncée.  On  peut  dire  :  la  ligne  de  ' 
site  OA  est  la  symétrique  de  la  verticale  par  rapport  à 
la  bissectrice  des  tangentes  OT  et  OT'à  l'origine  des  deux 
trajectoires. 

y  Portée  maximum  sur  la  ligne  de  site.  —  Considé- 
rons le  but  se  déplaçant  sur  une  ligne  de  site  OA.  Il 
ne  pourra  être  atteint  par  un  projectile  lancé  de  0  que 
si  la  circonférence  AFF'  rencontre  la  circonférence  fixe 
OD'.  Le  ])roblème  aura  donc  tantôt  deux,  tantôt  zéro 
solution.  Pour  une  certaine  position  de  A,  les  deux 
circonférences  AFF'  et  OD'c/ deviendront  tangentes  et  les 
deux  droites  0 T  et  OT'  se  confondront  en  une  seule  qui 
sera  la  bissectrice  de  F  angle  de  la  verticale  et  de  la  ligne 
de  site. 

CcUe  bissectrice  détermine  un  certain  angle  de  pro- 
jection (jui  donnera  la  portée  maximum  sur  la  ligne  de 
site  considérée. 
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Fig.    II 


4"  Parabole  de  sécurité.  —  On  désigne  sous  le  nom  de 
parabole  de  sécurité  Tenveloppe  de  toutes  les  trajec- 
toires tirées  d'un  même  point  0  avec  la  même  vitesse 
initiale  V^. 

Si  on  considère  deux  trajectoires  quelconques,  elles 
se  coupent  d'après  le  théorème 
du  n°  3 0-2**,  sur  une  ligne  de  site 
symétrique  de  la  verticale  par 
rapport  à  la  bissectrice  de  leurs 
tangentes  à  l'origine.  Si  les  deux 
trajectoires  se  rapprochent  indé- 
finiment, les  deux  tangentes,  à  la 
limite,  se  confondent  avec  cette 
bissectrice  et  le  point  M  de  portée 
maximum  sur  chaque  droite  issue 
de  l'origine  sera  ainsi  un  point  de  l'enveloppe  cherchée. 

Ce  point  M  est  déterminé  par  la  condition  d'être 
également  distant  de  la  directrice  D'D''  et  de  la  circon- 

férence  OD'rf,  de  rayon  — — . 

Le  lieu  de  ce  point  M  sera  une  parabole  à  axe  vertical 
dont  on  obtiendra  la  directrice  en  prenant  PQ  =  OD. 
On  a  alors,  en  effet,  OM  =  MP  ce  qui  définit  une  para- 
bole de  foyer  0.  Le  sonmiet  de  celte  parabole  est  en  D', 

tel  que  OD'  -=  — -  ;  c'est  la  hauteur  due  à  la  vitesse  \'  . 

La  parabole  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  I  sous 

l'angle  de  -—  et  la  trajectoire  de  portée  maxinmm  X,„ 

lui  est  tangente  en  ce  point.  On  a  01  =  20c?  =  — —. 
Cette  courbe  est  la  parabole  de  sécurité.  ^ 


^i.  Figure  résumant  les  diverses  propriétés 
des  trajectoires  Vo  =  const. 


32.  Trajectoire  passant  par  un  point  donné  : 
solution  algébrique.  —  j"  Le  problème  de  la  détcrmi- 
nalion  de  l'angle  de  projection  d'une  trajectoire  (Vo=;  const.  ) 
passant  par  un  point  donné  a  reçu  ci-dessus  (!io)  une  solu- 
tion gconictritpic  ;  tracé  d'une  jiarabole  déterminée  par  quatre 
conditions.  11  est  utilcde  traiter  la  mèmcijuestiondc  manière 
à  donner  les  formules  nlgébriqiit-s  propres  à  résoudi-c  et  à 
calculer  numériquement  les  inconnues, 

Soient  a  la  distance  horizontale  de  l'origine  an  point  à 
battre,  b  la  liauteur  de  ce  point  au-dessus  du  plan  vertical 
passnnlpai'  le  point  de  départ. 

\,'angle  de  sile  cstdélîni  par  la  relation  :  Igt  =  — .- 

■i"  Puisque  la  trajectoire  doit  passer  par  le  point  dont  les 
coordonnés  sont  a  et  b,  on  devra  avoir,  d'après  l'équation 
de  cette  Irajecloire  : 


i  \,j  étant  supposé  donnée,  I' 


MOUVEMENT   DES    PROJECTILES    DANS    LE    VIDE  /jl 

Remplaçant  -, —  par   i  -|-  Ig-  a,  il  viendra  l'équation 

du  second  degré  en  tg  a  : 


tg 


a~_<L^tga+      — ^  — +1     =o 

9     (^  \   9      ^  I 


qui  détermine  les  deux  valeurs  suivantes  de  Ig  a  : 

^  \j^9         ^    '^9    \'^9  I         4  J 

Si  la  quantité  sous  le  signe  ^  est  positive,  il  y  a  deux 
angles  a'  et  a"  qui  répondent  à  la  question  ;  si  elle  est  nulle, 
les  deux  angles  se  réauisent  à  un  seul  ;  si  elle  est  négative,  il 
n'existe  pas  de  solution  réelle. 


/' 


3°  Relation  entre  les  deux  angles  a'  et  (xJ' .  —  tg  a'  et  tg  a 
devant  être  les  racines  de  l'équation  du  second  degré,  on 
aura  : 

'iV^     I  siV-    h 

tg  t!  +  tg  d."  = ^  —      et     tg  t!  tg  a'^  =  I  H ^-  — 

^         '      ^  g       a  DO  *       g      a 

relations  dont  on  peut  déduire  : 

tga'+y    ^  _  a  ^_     . 

I  — tga  tga''  ^  ^  ^  b  tge 

Donc  :  tg  (a'  +  a'')  tg£  =  —  i    ou   tg  (a  +  a')  tg  ( —  e)  =  i 
et  par  suite  : 

a'  -f-  a''  —  e  =  —  ou  a'  —  £  = ol" 


Cette  relation  fait  voir  que  les  deux  lignes  de  projection 
OT  et  OT'  (fig.  lo)  sous  lesquelles  un  projectile  partant  avec 
une  vitesse  déterminée  Vo  atteint  le  but  A,  font  des  angles 

égaux  T'OA  =  a'  —  s  =  —  —  a''  =  T'OD'  avec  la  ligne 


4i  LES    CAS    LIMITES    DU    PROBLEME    BALISTIQUE 

droite  OA  qui  va  au  but  et  avec  la  verticale  OD'.  Par  con- 
séquent, elles  s'écartent  également  de  part  et  d'autre  de  la 
bissectrice  de  l'angle  D'Oa. 

4**  Cas  oà  les  deux  angles  se  réduisent  à  un  seul,  • —  Pour 
que  les  deux  racines  de  l'équation  qui  donne  tg  a  se  réduisent 
à  une  seule,  on  devra  avoir  : 

»   '     A  —  6\  —  — ==(). 


La  valeur  unique  de  Tangle  de  projection,  désigné  alors 


Vf    I 


■i 

0 


par  a^,  sera  :  tg  a^  =  —  —  • 

En  la  portant  dans  l'équation  de  condition  ci-dessus  et  en 
observant  que  —  =  tg  e,  on  aura  entre  e  et  a-i  l'équation 

tg2  ai  —  2tg  ai  tg  e  =  I.  Complétant  le  carré  du  premier 
membre  (en  ajoutant  de  part  et  d'autre  tg^  e),  on  aura  '  : 

tgài=tge+ ,     ou:     sinaicose  —  sin6COsai  =  cosai 

cos  e 


ou  encore  :        sm 


in  (ai  —  e)  =  sin  {- a  J , 


c'est-à-dire  que  la  ligne  de  projection  est  la  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  la  verticale  et  par  la  ligne  de  site. 

5*^  Portée  sur  un  plan  incliné,  —  La  portée  X^  sur  un  plan 

incliné  de  l'angle  e,  comptée  le  long  de  ce  plan,  est  :  X,  = . 

Comme  on  a  :  ^^^  ^ 

6  =  a  tg  a —^ et         tg  e  =  — 

^  -^V^cos^^a  ^  a 


on  obtiendra  : 


a 


^^0    tga— tge  -^V;  sin(a-e)cosa 


X.  :.= -Il- =..!:«  1^-      ^^     cos-^g 

cos  £  g  cos  e  g  cos^  e 

'  La  solution  négative  ne  convient  pas. 


'r<rfT' 
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Pour  avoir  le  maximum  X,  (max)  de  X,,  puisque  e  est  cons- 
tant, il  faut  égaler  à  zéro  la  dérivée  du  sccona  membre  par 
rapport  à  a,  ce  qui  donne  : 

—  sin  a  sin  (a  —  e)  -f-  cos  n  cos  (a  —  e)  =  o 
c'est-à-dire  :  tg  (a  —  s)  =  cotg  a  =  tg  ( —  —  a). 


Donc  :         a  —  e  = a        ou  : 

•2 


•=t(t--') 


La  ligne  de  projection  qui  donne  la  plus  grande  portée  est 
donc  la  bissectrice'  de  l'angle  formé  par  la  verticale  et  la  ligne 
de  site. 

Cherchons  la  valeur  correspondante  de  la  portée  maxi- 
mum Xi  (max). 

^  y  ^  aVJ  sin  (cl  —  e)  cos  a Vf  sin  (2a  —  e) — sin  e 

g  cos^  e  g  cos^  £ 

et  pour  a  =  —  I [-e1 

•1     •     A  V   /         \         VJ     I  —  sin  e  VJ  I 

il  vient  :         A,  (max)  =      ®  —      *^ 


g  cos^  s  ^      1  -[-  sin  e 

Xm  étant  la  portée  maximum  pour  e  =  o,  c'est-à-dire 
Xm  =  — 5-  (29  —  3°)  et  b  étant  l'altitude  du  point  touché  (de 
sorte  que  6  =  X,  sin  e)  on  aura  : 

6  -f-  Xi  (max)  =  Xn, . 

Donc  un  point  ne  peut  être  atteint  que  si  la  somme  de  son 

altitude  b  et  de  son  éloignement  \/  a^  -\-  6*  mesuré  sur  la 
ligne  de  site  est  inférieure  ou  au  plus  égale  à  la  portée  maxi- 
mum Xm  sur  un  plan  horizontal.   En  d'autres  termes  on 

doit  avoir  :  6  -j-  i/  a^  -f  6^  ^  — ^  . 

9 
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6°  Parabole  de  sécurité.  —  Ainsi,  le  plan  de  projection  se 
trouve  divisé  en  deux  régions  :  Tune  contient  tous  les  points 
de  coordonnées  (a,  b)  qui  peuvent  être  atteints  de  deux  ma- 
nières. L'autre  région  ne  contient  aucun  de  ces  points.  Ces 
deux  régions  sont  séparées  par  une  courbe  qui  répond  à 
Téquation  : 

0      '  0     6     -r- =0 


'^9    \-^9  I       4 

ou,   en  introduisant,  au  lieu  de  a,  6,  les  coordonnées  cou- 
rantes, a?  et  j  : 

Cette  courbe  renferme  les  points  qui  ne  peuvent  être 
atteints  que  d'une  seule  manière.  C'est  une  parabole  à  axe 
vertical  ayant  son  foyer  au  point  0,  son  sommet  au  point 

— ^  (hauteur  maximum  du  jet  vertical  avec  la  vitesse  Va)  et 
coupant  Taxe  des  xl\  une  distance  égale  à  la  portée  maximum 

V      ^0 

Am . 

9         , 
On  peut  arriver  au  même  résultat  par  la  théorie  des  enve- 
loppes. L'équation  de  la  parabole  de  sécurité  s'obtiendra  en 
éliminant  a  entre  l'équation  de  la  trajectoire  : 


.  9^ 

j  =  0?  tg  a  —  ^ 


9 


îiVj  cos^  a 

et  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  a  qui  est  : 

X  gx^     i  sin  a 

cos-  a  'iWl     cos"*  a 

et  qui  se  réduit  à  x  tg  a  =  — ^  . 

9 
L'élimination  donne  : 

Y^  a 

'ig  2  Y; 


--^-j 
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comme  ci-dessus.  Chaque  parabole  particulière  (ol  donné) 
touche  la  parabole  de  sécurité  au  point  défini  par  la  droite  : 

V- 

o"  l£?  a  =  — 2_  . 

9 

La  parabole  de  sécurité  est  égale  et  parallèle  à  la  trajec- 
toire dont  l'angle  de  projection  a  est  égal  à  zéro. 

fj^  Portée  sur  un  plan  horizontal  d'altitude  1.  —  En  faisant 
y==l  dans  l'équation  de  la  trajectoire,  on  trouve  pour  valeur 
de  la  portée  Xj  sur  ce  plan,  l'équation  du  second  degré 

gXi  —  2VJX1  sin  a  cos  a  -|-  'lYH  cos-  a  =  o 

d'où  on  déduit  la  formule  : 

Y'i  sin  'icL   1  /  'igl        I 

1°  Si  /  <  o,  il  existe  toujours  une  seule  valeur  positiie  de 
Xj  répondant  à  la  question. 

'1^  Si  /.  >  o,  il  existe  deux  valeurs  de  Xi  répondant  à  la 
question,  ou  une  seule,  ou  au- 
cune,  suivant   que   /  est  in-       -,- 
férieur,   égal  ou  supérieur  à       ^j 

ig  '  Fig.  i3. 

Pour  obtenir  la  portée  maxi- 

mum  Xi  (max)  sur  le  plan  j  =  Z,  on  formera  -^  a  après 

l'équation  du  second  degré.  Egalée  à  zéro,  cette  quantité 
donnera  la  relation  Xi  (max)  =  —  /  tg  -iam  qui  portée  dans 
l'équation  du  second  degré  déterminera  l'angle  a^  par  la 
relation  : 

cos  '2a„,  =   y^ I  , 

3. 


7^ 
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et  la  portée  Xi  (max)  par  la  relation  : 

C'est  rintersection  du  plan  /  avec  la  parabole  de  sécu- 
rité. 

33.  Lieu  des  points  d'éclatement.  —  On  suppose 
que  des  projectiles  lancés  avec  la  même  vitesse  initiale  Yq 
sous  des  angles  de  projection  variables^  éclatent  au  bout 
d'un  même  temps  9.  Quel  est  le  lieu  de  leurs  points  d'écla- 
tement ? 

L'équation  de  la  trajectoire  étant  : 

qx' 
y  =  X  ig  CL  —        ^ 


2VS  cos^  a 


0 


et  le  temps  étant  lié  à  l'abscisse  et  à  l'angle  a  par  la 
relation  x  =  \^^t  cos  a,  on  éliminera  a  entre  ces 
deux  équations.  En  faisant  f  =  9,  il  viendra  : 


X    \2 

qx^ 
X— "        —  ^ 


qui  se  réduit  à  l'équation  : 

x^^f+  g^^y  =  ^0-^  [y  -  f  9^] 

C'est  donc  une  circonférence  qu'on  peut  mettre  sous  la 
forme  :  x^  +  Y^  ==  V;;0%  en  posant  :  y  =  Y ^  ^6^ 


f       ^ 


--*■. 


I   ' 
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Le  centre  est  au-dessous  de  Torigine  à  une  distance 
égale   à    la    hauteur    de 

chute  verticale  —  g^^  pen- 

dant  le  temps  0.  Le  rayon 
est  Vq8,  parcours  du  pro- 
jectile si  la  pesanteur 
n'agissait  pas. 

34.  Exercices.  —  1°  Enveloppe  du  cercle,  lieu  des  points 
d'éclatement  quand  6  varie.    Rép.  :  ellipse  x^  -\-  Sj-  =  — ^ 

li**  On  considère  les  deux  trajectoires  conjuguées  d'angles  de 

projection  a  et  -; a.  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  à 

chaque  instant  les  positions  des  deux  projectiles  conserve  une 
direction  constante  :  Rép.  elle  est  perpendiculaire  à  la  bis- 
sectrice des  tangentes  à  l'origine.  Prendre  la  trajectoire 
sous  la  forme  :  y  =  Vy/  sin  a gt^. 

35.  Génération  des  trajectoires  de  la  famille 
Vo  =  constante.  —  Soient  deux  trajectoires  OA^  et 
OA2  de  la  famille  V,,  constante  ;  con- 
sidérons sur  les  tangentes  initiales 
les  deux  longueurs  OK^  et  OK^  égales . 
On  a    sur  la   première    trajectoire 


h-^. 


OK,  == 


0K^  = 


et  sur  la  deuxième 


cos  a^ 

X. 


cos  a^ 
Or  rabaissement 


Fig.  i5. 


Ji  —  ^1  tg  ^i 


de   la   première   a   pour   expression r^ 

^   T  il 


lA/ 1 


y    cos'aj 
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c.-à-d.  -~r  OK..  Pour  le  second  rabaissement  on  aura: 

2V^ 


9 


-^Y  OK2.    L'égalité   de    OK,  et  OK^   entraîne 
Tégalité  des  abaissements.  On  a  ainsi 

K,A,  =  K,A,  =  KA. 

On  peut  donc  déduire  l'une  de  l'autre,  par  exemple 
de  la  trajectoire  a  =  o,  toutes  les  trajectoires  de  la 
famille  Vo  ^  constante.  A  cet  effet,  sur  OK,  faisant 
avec  OK  un  angle  a^,  on  rabattra  K  en  K,,  puis  sur  la 
verticale  de  K,  on  prendra  K^A,  =  KA  ;  A,  est  un 
point  de  la'  trajectoire  a,. 

La  propriété  de  l'abaissement  constant  appartient 
aussi  à  la  tangente  en  K,  qui  joint  deux  points  infini- 
ment voisins  de  la  trajectoire  OK.  Donc,  pour  avoir  la 
tangente  en  A,  on  relèvera  B  en  B,  sur  la  tangente  OK^ 
et  on  joindra  A^B,  qui  sera  la  tangente  cherchée. 

Si  on  suppose  des  fils  pesants  attachés  le  long  de  OK 
et  ayant  leurs  extrémités  inférieures  au  profil  de  la  para- 
bole OA,  il  suffira  de  faire  tourner  la  tige  OK  autour 
de  0,  pour  que  le  profil  inférieur  des  fils  dessine  cons- 
tamment la  trajectoire  correspondant  à  l'angle  a^. 

Remarque.  —  L'aire  curviligne  OK^A^  est  équiva- 
lente à  l'aire  OKA  X  cos  a^ . 

36.  Maximum  de  l'arc.  —  Dans  la  famille  des 
trajectoires  V^  =  cous  t.  quel  est  r  angle  a  de  projection 
auquel  correspond  le  plus  grand  arc  de  trajectoire 
depuis  l  origine  jusqu'au  point  de  chute. 

Pour  avoir  la  longueur  S  de  l'arc  5,  de  l'origine  au 


w^  .;- 
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point  de  chute,  il  suffit,  dans  la  formule  du  n**  i8  : 


Vq  cos^  a 


Ç.  («)  -  Ç.  (-) 


de  faire  t  =  —  a  ;       Ç2  ('^)  devenant  —  Ç^  (a) ,  on  a 


Y2 

'  0 


S  =  2 cos"  a  Ç,  fa) 

9 


rfS 


Cherchons  le  maximum  de  S,  en  faisant  -j—  =  o 
On  a  : 


2Vg 

9     L 


^    ,  .     ,     cos"  a 

2  cos  a  sm  a  e,  (a)  -| — 

^  ^  cos   a 


_  2M  [- 


COS  a 


—  2  cos  a  sin  a  Ç,  fa^- 


Par  suite,  la  condition  du  maximum  sera  : 


ç.  («)  = 


2  sin  a  cos^  a  ' 


ou,  en  développant  Ç^  (a)  : 


1  sm  a  I    ^  /-         a 

2 1 Log  tg    -7-  H 

2  cos^  a  2       ^    *^  \  4         2 


2  sin  a  cos    a 


qui  devient  : 


sm  a 


sin  a 


d'où  enfin  : 


% 


(f  +  T)  = 


cosec  a 
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Cette  équation  est  satisfaite  pour  a  =  56*^3o'.  A  cet 
angle  correspond  donc  le  maximum  de  Tare  de  trajec- 
toire situé  au-dessus  de  l'horizontale  de  la  bouche  de  la 
pièce. 

14-  —  Autres  familles  de  trajectoires 

37.  Deuxième  famille.  Trajectoires  d'angle  de 
projection  constant  (a  =  const.).  —  Dans  cette 
famille,  la  vitesse  initiale  V^  varie,  tandis  que  l'angle 
de  projection  a  reste  constant  pour  toutes  les  trajec- 
toires considérées. 

i*^  Lieu  géométrique  des  sommets  dçs  trajectoires 
(a  =  const,).  —  Ce  lieu  est  une  droite  qui  partage  en 
deux  parties  égales  les  segments  compris  entre  la  tan- 
gente initiale  et  l'horizontale  de  l'origine. 

En  efiFet,  le  sommet  est  défini  par  les  deux  équations  : 


-9 
u; 


X,  =-y  tg  a 
Y3  =  -^tg^a 
et  l'élimination  de  u^  donnera  :  Yg  =  — -  tg  a. 


2^  D'ailleurs  cette  proposition  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier du  théorème  suivant  :  Toutes  les  trajectoires 
OL  =  const.  sont  homothétiques  par  rapport  à  Corigine 
et  leur  rapport  de  similitude  est  égal  au  rapport  des 
carrés  des  vitesses  initiales. 


r^" 
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En  efiTet,  si  dans  Téquation  de  la  trajectoire 


5i 


y  =  xigcL 


gx' 


aVJ  cos'-^  a  ' 


/V  \^  /V  \* 

on  pose     X  =  [r^j  a?'     et    y  =  l-^j  / 


il  vient  :         j/  =  ce'  tg  a 


gx 


/2 


aV'o  cos'^  a 


ce  qui  est  bien  une  autre  trajectoire  (a  =  const.). 

3^  Lieu  géométrique  des  foyers  des  trajectoires 
OL  =  const.  —  Ce  lieu  est  une  droite.  On  la  construit 
en  doublant  Tangle  a,  ce  qui  donne  la  droite  OB  et  en 


menant  de  Torigine  une  perpendiculaire   OF  à   cette 
droite  AB. 

On  sait  en  effet  que  la  tangente  Oï  en  0  à  la  para- 
bole est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  une  parallèle 
Oy  à  Taxe  et  par  la  droite  OF  qui  passe  par  le  foyer. 


,■1  * 
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4^    Lieu    des   points    d'éclatement    des    trajectoires 
^a  =  const.y  —  Si  entre  les  deux  relations  : 

X  =  \J  cos  a       et      y  =  \J  sin  a gt^^ 

on  élimine  V^^  et  si  on  fait  /  =  8,  quantité  donnée,  il 

.  viendra  :  i 

y  =  a?  tg  a  —  -  ^9^ 

C'est  réquation  d'une  ligne  droite  parallèle  à  la  tan- 
gente commune  initiale;  elle  coupe  Taxe  des  y  au  point 
où,  en  chute  libre,  pour  V^  =  o,  le  corps  serait  par- 
venu au  bout  du  temps  9. 

5°  Trajectoire  qui  passe  par  un  point  donné  (<x=const). 
—  Soient,  comme  au  n^  32,  a  et  6  les  coordonnées  du 

point  visé  ;  £  est  Tangle  de  site,  tel  que  tg  e  ==  —  . 
On  aura,  pour  Téquation  de  la  trajectoire  : 

6  =  a  tga ^ —  , 

•  2V0  cos'^  a 

équation  où  V^^  est  l'inconnue 
On  en  tire  :      Vf  = 


ga'' 


2  cos'^  a  (a  tg  a  —  b) 
d'où  on  peut  déduire  facilement  la  relation  : 

V  ^  4  /  9^  f  Q^  ^ 

°        V  2  cos  a  sin  (a  —  e) 

38.  Troisième  famille.  Trajectoires  de  vitesse 
horizontale  constante  (Uq  =  const.).  —  On  peut 
définir  une  famille  de  trajectoires  par  une  relation  arbi- 
traire/(V^,  a]  =  o  entre  la  vitesse  initiale  V^  et  l'angle 
de   projection  a.    Une    des   plus    intéressantes    est  la 
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famille  définie  par  la  relation  u^  =  V^  cos  a  =  const. 
\oici  quelques-unes  des  propriétés  de  ces  courbes  : 

i"^  Lieu  géométrique  des  sommets  des  trajectoires 
(a^  =  const.).  —  En  éliminant  tg a  entre  les  deux  rela- 
tions ul  17- 

X,  =i^tga         et         Y,  =  -Î^tg^a 

où  Uq  doit  être  considéré  comme  une   constante,   on 
trouve  pour  lieu  géométrique,  la  parabole 

qui  est,  à  l'origine,  tangente  à  Taxe  des  x. 

2''  Lieu  des  foyers  des  trajectoires  [u^  =  const.).  — 

On  sait  (22)  que  la  directrice  est  à  une  hauteur  — ^  au- 

2^ 

dessus  du  sommet.  Le  foyer  se  trouve  donc  à  une  dis- 

tance  — ^au-dessous  du  sommet.  Le  lieu  des  foVers  est 

2g  ^ 

alors  une  parabole  égale  à  la  parabole  lieu  des  sommets, 
mais  transportée  parallèlement  à  elle-même  d'une  quan- 
tité — -îl. 
2g 

3^  Lieu  des  points  d'éclatement  des  trajectoires 
(Uq  =  const.),  —  Comme  on  a  a?  =  uj^  le  lieu  des 
points  d'éclatement  au  temps  9  est  la  verticale  x  =  u^^, 

4^  Lieu  des  points  ayant  même  inclinaison  ^  sur  les 
trajectoires  [u^  ==  const.).   —  En  éliminant  a  entre 

^  = -^  i^ë  ^  -  ig  i>-)      et     y  =  ^(tg^a-tg» 


on  trouve  la  parabole  :         j  =  a;  tg  u.  + 


2u5 


54  LES    CAS    LIMITES    DU    PROBLEME    BALISTIQUE 

5°  Génération  des  trajectoires  (u^  ==  const).  —  La 
trajectoire  étant  écrite  :         j  ==  a?  tg  a  — 


9^ 

•JU 


on  voit  que  si  u.  est  constant,  V abaissement  H  =  -^-— - 

est  une  quantité  constante  pour  toutes  les  trajectoires  de 

cette  famille  et  pour  la  même 
valeur  de  Tabscisse  x. 

Ainsi  la  trajectoire  II 
d'angle  de  projection  a'  se 
déduira  point  par  point  de 
la  trajectoire  I  d'angle  de 
projection  a  en  menant  la 
verticale  C  et  en  prenant 
A'B'  =  AB.  De  même  on 
aura  pour  la  trajectoire  III 
(a  =  o)  ce  =  AB  ==  A'B'. 
On  peut  démontrer  que  les  tangentes  en  B  et  en  B' 
concourent  en  un  même  point  I  de  Taxe  Oy. 

En  effet,  les  points  N  et  N'  sont  sur  une  même  ver- 
ticale :  cela  résulte  d'un  théorème  de  la  théorie  de  la 
parabole  qui  dit  que  «  si  par  le  point  de  rencontre  N' 
de  deux  tangentes  ON'  et  BN'  à  la  parabole,  on  mène 
une  parallèle  à  Taxe  (c'est-à-dire  ici  une  verticale)  elle 
coupe  en  son  milieu  la  corde  OB'  » .  De  même  pour  N 
relativement  à  ON  et  BN. 

On  aura  donc,  dans  les  triangles  A'B'N'  et  NIO  : 


Fig.   17. 


AB'      AN'      AN  ,„        .,T>,   M    .     1 

"t?T^^^  nyT  ^"^  ivn  '  ^^  comme  AB  =  A  B  ,  il  viendra  : 

AB      AN 

jçc  =  ^ ,  ce  qui  montre  que  BN  passe  en  I, 


c.  q.  f.  d. 
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On  trouve  facilement  que  le  segment  10  a  pour  valeur 


10 


_  Zl i  /  ^Q   ^2 

~  a         y     a'        ^ 


39.  Quatrième  famille  (Vo  sin  a  =  const).  —  Ce 

sont  des  trajectoires  ayant  toutes  même  vitesse  initiale 
verticale,  même  durée  de  trajet  T  de  Torigine  au  point 
de  chute,  même  flèche  Yg. 

Lieu  des  sommets  : 

Vo  sin'^  a 


Droite  :    y  = 

Lieu  des  foyers  : 

V?  sin^  a  gx' 

Parabole  :  y  = 


ig  2V0  sin^  a 

Lieu  des  éclatemsnts  : 


Droite  :  j  3=  V^j  sina  8 ^ô^. 


On  pourrait  encore  chercher  les  propriétés  d'autres 
familles,  V^  tg  a  =  const.  par  exemple,  ou  V„  sin  aa  = 
const.  (trajectoires  ayant  même  portées) .  Ces  problèmes 
n'ont  d'intérêt  que  comme  exercices  de  géométrie  ana- 
lytique élémentaire. 

4o.  Autres  familles  de  trajectoires.  —  On  peut 
définir  des  familles  de  trajectoires  par  des  propriétés 
différentes  de  celles  examinées  ci-dessus  et  qui  se  rap- 
portent exclusivement  aux  deux  données  à  l'origine  V^ 
et  a.  Ainsi,  le  premier  problème  qui  suit  définit  des  tra- 
jectoires passant  par  l'origine  et  deux  points  ;  le  second 
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des  trajectoires  passant  par  Forigine,  un  point  et  ayant 
en  ce  point  une  tangente  donnée. 

i^  Premier  problème.  Trouver  la  vitesse  initiale  et 
r angle  de  projection  d  un  projectile  qui  doit  passer  par 
deux  points  donnés, 

a^  et  b^  sont  les  coordonnées  du  premier  point. 

a^  et  b.,  »  du  second. 

On  aura  les  deux  équations 

*         *   ^  2  Vy  cos^  a       *         ^  ^  2  V^  cos^  a 

d'où  on  tire  : 

^  a^         aVy  cos^  a 

6.,  qa.. 

et  ts:a =        ^  ^ 


a^         2V0  cos'^  a  * 

Et  divisant  les  deux  équations  membre  à  membre,  on 
aura  : 

b^a]  —  b^dl 


tga  = 


a 


A(«2—  «i) 


Cette  équation  fait  connaître  l'angle  a. 

Retranchant   membre    à  membre   les  deux  mêmes 


d'où  : 


il  vient  : 

«1 

6,        a,- 
a, 

"1 
a 

9 

V^  cos*  « 

Y             ' 

nA 

a.b.  —  i 

-«1) 
j  a. 

'  0 

cosa 

ce  qui  fait  connaître  la  vitesse  initiale  Y^. 
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2**  Deuxième  problème.  Trouver  la  vitesse  initiale  et 
t angle  de  projection  d'un  projectile  qui  doit  arriver  à 
un  point  donné  sous  un  angle  donné  t. 

a  et  6  étant  les  coordonnées  du  point,  on  aura  : 


ga- 


6  =  a  tg  a ;ç^ — 

2V0COS 


a 


OU,  en  faisant  —  =  tar  e 

a  ^ 


ga 


:  cos"  a 


D'autre  part  : 


qa 
tga—  tgT=   n       -,      « 

^  °  Vjcos-a 


On  en  déduit  : 
tga  — tgx 


2,  d'où  tg  a  =  2  tg  £ tg  T 


et  d'autre  part  : 


Vo  = 


a 


cos  a 


\/       2      tg£  — IgT 


^' 


I  5.  —  Problèmes  divers 
4i   Premier  problème.  Tir  à  ricochet.  —  Soit  un 

rojectile  sphérique  lancé  du  point  0  avec  la  vitesse  initiale 

0  sous  Tangle  a. 
La  sphère,  qui  n'est  pas  supposée  parfaitement  élastique, 
revient  frapper  le  plan  liorizontal  du  point  de  départ  en  Ai 
et  avec  la  même  vitesse  Yq  qu'au  départ.  Elle  rebondit  et 
commence  une  nouvelle  parabole,  mais  avec  une  vitesse  ini- 
tiale plus  petite  Y^  et  sous  un  angle  de  projection  plus 
petit  cnx.  Elle  .frappe  de  nouveau  le  sol  en  Aj  et  ainsi  de  suite. 
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Quelles  sont  après  le  n®  bond  la  portée  totale  iiXn  et  la  durée 
du  trajet  correspondante  STn  ? 

Admettons,  comme  cas  intermédiaire  entre  celui  des  corps 
parfaitement  élastiques  et  celui  des  corps  mous,  que  si  une 
sphère  vient  choquer  une  masse  rnfiniment  grande  telle  que 


Fig.  18. 


la  terre,  avec  une  vitesse  normale  u,  elle  rebondira  norma- 
lement avec  la  vitesse  ^^v,  y\  étant  une  fraction  mesurant  Té- 
lasticité  relative  du  sol  et  de  la  sphère  ;  pour  les  corps  par- 
faitement élastiques  y)  =  i  ;  pour  les  corps  mous  7)  =  o. 

Si  la  vitesse  au  choc  Vq  fait  un  angle  a,,  avec  le  plan  hori- 
zontal, il  suffira  de  décomposer  le  mouvement  en  deux 
autres  perpendiculaires.  Dans  la  direction  horizontale,  il  n'y 
aura  aucun  choc;  donc  la  composante  horizontale  de  la 
vitesse  restera  constante,  ce  qui  se  traduira  par  la  formule 
Vi  cos  a^  =  Vo  cos  ao. 

Au  contraire,  dans  la  direction  verticale,  on  a  un  choc  nor- 
mal, c'est-à-dire  qu'on  aura  V^  sin  a^  =  y)  Vq  sin  ao. 

Ces  deux  équations  déterminent  la  direction  a^  et  la  gran- 
deur Vi  de  la  vitesse  initiale  avec  laquelle  la  sphère  rebon- 
dissante quitte  à  nouveau  le  sol. 

Soit  alors  X^  la  n^  portée,  entre  An_i  et  A^.  On  a 

V^  o  V 

X'n— 1.                                    riT               -'''n  —  1. 
n  = sm'2an_i  In  = sma„_. 

9  9 

Mais  on  a,  par  hypothèse  : 

Vn_i  COS  aii_i  =:  Vn_2  COS  aij^^2  Ct  Vji_i  siu  an_i  =  Y)  Vn_2  siu  Oij^_2 

On  pourra  donc  écrire  : 

V*  V 

V  '  n— 2    •  V  .  T»  ^~2    .  rif 

Xn=Yl— —  Sia'2  3rn_2  =  Tl\n_i,  ln=ri— —SIU 0L^_.2  =  fil. j,_i, 

«7  J 
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de  sorte  qu'on  aura  les  formules  de  récurrence  suivantes  : 

Xn  =  I^Xq  —  i  Iq  =*'n  1(1  —  1 

Xn_i   =10An_2  Tn_i   =  Y,Tn_2 


X3  =  71X2  T3         =  TjTj 

X2  =  Y)Xi  T2  =  Y^ïi 

On  en  déduit  : 

X„      =r,>'-'X,  .       T„      =71"- 'T. 

et  pour  les  sommes  SX^  et  STn     (n  variant  de  i  à  /i) 

SX„  =  X,  (i  +  r,  +  v)^  +  ...  +  r,"-i) 

c'est-à-dire  : 

^v          ^'l  ^^"  '^*«    i  —ri''  -iVo  sin  a„    i  - 

>Xn  = --;      lin 


•^i 


n 


I    —71  (J  I    —Y) 


Théoriquement,  la  sphère  rebondira  sur  le  sol  en  décrivant 
un  nombre  inGni  d'arcs  de  parabole  ;  mais  cependant,  la 
portée  totale  SX^  de  l'origine  au  point  où  le  corps  revient  au 
repos  complet,  et  le  temps  total  ÎT^  seront  finis. 

En  elï'et,  puisque  r\  est  une  véritable  fraction,  pour  ;i=  oo  , 
on  a  lim.  Tj"  =  o  et  les  formules  deviennent  : 


Y2  I 

Sa    =  — —  sin  'loio 

g  I  —Y] 

il     =  sin  ao 


9  ï  — "^ 

42.  Exercice  proposé.  —  La  pelote  basque.  —  D'un 
point  A,  la  balle  est  lancée  avec  une  vitesse  V„  constante, 
mais  sous  des  angles  a  variables  ;  elle  rebondit  sur  un  mur 
vertical.  Etant  imparfaitement  élastique,  sa  vitesse  horizon- 
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F 


taie  «,  normale  au  mur,  devient  r^u,  r^  étant  une  fraction 
comprise  entre  o  et  i . 

Quelle  sera  la  trajectoire  de  la  balle  après  le  choc  ?  Sous 

3uel  angle  doit-on  la  lancer  pour  qu'elle  revienne  au  point 
e  départ  ? 

43.  Deuxième  problème.  Tir  sur  but  élevé.  — 

Dans  la  pratique  du  tir,  lorsqu'il  s'agit  d'atteindre  un  but 
qui  n'est  pas  sur  Ihorizon  de  la  pièce,  on  applique  souvent 

le  procédé  désigné  sous  le  nom  de 
principe  de  la  rigidité  de  la  trajec- 
toire. 

Si  M  est  le  but  situé  à  la  distance 
OM  =  D  de  l'origine  0  et  si  e  est 
ï angle  de  site,  pour  atteindre  M,  on 
donnera  à  la  pièce  une  inclinaison 
a  +  £»  a  étant  l'angle  de  projection 
correspondant  à  une  portée  horizon- 
»g-  »9.  taie  égale  à  D. 

On  a  donné  (3'2-.a*^)  la  formule 
exacte  qui  permet  de  calculer  le  véritable  angle  de  projec- 
tion à  employer  ;  cette  formule  est  : 

"^  |_  '"-9         V    '^9    \  '^9  I  4  J 

Nous  chercherons  ici  à  quelles  erreurs  conduit  la  méthode 
de  pointage  employée  en  pratique  et  définie  ci-dessus. 

Supposons  donc  que  le  but  se  déplace  sur  une  circonfé- 
rence de  centre  0  et  de  rayon  D.  Il  est  vu  ainsi  successive- 

ment  sous  tous  les  angles  de  site  ;  e  variera  de  o  à  —  pour 
les  angles  positifs  et  de  o  à pour  les  angles  négatifs. 

JL 

L'angle  de  projection  pour  chaque  position  du  but  est 
a  +  £  ;  a  est  une  constante,  qui  définit  l'angle  de  projection 
auquel  correspond  une  portée  égale  à  D,  quand  e  =  o. 

Cherchons  le  lieu  géométrique  des  points  de  chute  N  de 


zr^^^.  - 
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chaque  trajectoire  a  -}-  e  sur  la  ligne  de  site  correspon- 
dante s.  A  cet  effet,  il  suffira  d'éliminer  e  entre  l'équation 
de  la  ligne  de  site    j  =  ce  tg  s,  et  l'équation  de  la  trajectoire  : 

On  obtient  aisément  la  formule 

j=a:cotga  — -^ 


2V5  sin^  a 

Donc,  le  lieu  géométrique  cherché  est  la  parabole  de  même 

portée  que  la  trajectoire  ol.  Cest  la  trajectoire  d'angle  —  —  a. 

Quand  on  visera  le  point  M,  l'erreur  sera  la  distance  MN, 
N  étant  le  point  de  chuté.  La  parabole  ci-dessus  et  le  cercle 
de  rayon  OD  se  coupent  en  quatre  points,  dont  deux  au 
moins  Mo  et  M.i  sont  réels.  Cherchons  l'intersection  de  la 
parabole,  Heu  des  points  N  et  du  cercle 

En  coordonnées  polaires  p  et  e,  la  parabole  s'écrit  : 

aV^    sin  a  /      ,      x 

P  = —  cos  (s  +  a) 

g      cos^  £  ^     1      / 

et  le  cercle       p  =  — 5_  sin  aa. 

On  aura  alors,  pour  déterminer  s  la  relation  : 

cos  a  cos^  e  =  cos  (e  +  a) . 

Si,  après  avoir  développé  |et  élevé  au  carré  cette  équa- 
tion, on  supprime  le  facteur  cos  e  =  i,  qui  correspond  au 
point  Mo,  on  arrive  à  la  formule  : 

cos^  s  —  cos^  £  +  cos  e  tg2  a  -f-  tg2  a  =  o  ^ 

c 

*  On  peut  encore  écrire  cette  formule  :       tg  a  =  cas  £  ts  — * 

BALISTIQUE.  ^ 
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équation  du  troisième  degré  qui  détermine  les  points  M|  M2 
et  M3. 

Afin  de  discuter  les  cas  de  réalité  des  racines,  cherchons 
la  condition  pour  que  M^  et  M2  coïncident  ;  e^  et  £3  étant 
alors  les  valeurs  de  deux  racines,  dont  l'une  £12  est  double, 
on  aura  : 

(COS  e  COS  612)*  (COS  £  COS  83)  =  o. 

En  développant  et  identifiant  avec  l'équation  du  troisième 
degré,  il  viendra  : 


1  COS  6^2  +  COS   £3  =   I 

COS^  £12  +  '-i  COS  6^2  COS  £3  =  t 

—  COS  £3  COS-  £12  =  tg-  a'. 


g=a'. 


De  ces  trois  équations,  à  trois  inconnues  £12,  £3,  a' on  déduit 

—  i+v/5 


COS  £j2  =  '—^ £i2  =  5l°,  49^  ^^^" 

1 

(points  Ml  M2  réunis) 

COS  £3  = r=r-  £3  =  JO'',  KY ,  /|  \' 


3  +  4/5 


(point  M 3) 


tga^=I  i/^^l—lï.      a'=  i6%  4-y,  5i^' 
^  .        2  V     1/5-4-3 


(valeur  de  a  correspondant 
à  la  réunion  des  points  1,2.) 


Fig.  20. 


On  peut  alors  discuter   complète- 
ment le  problème  : 

Premier  cas  :  a  <  a'.  —  Les  4  ra- 
cines sont  réelles  et  distinctes  o, 
£1»  £>j  £3*5  les  points  Ml  et  M2  sont 
distincts.  On  peut  former  le  tableau 
suivant  : 
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£ 

<o 

> 

o 

< 

—  Si 

> 

—  h 

< 

■  ■■ a 

'À 

Sens  des  coups. 

o 

y  Le  tableau  suivant  donne  les  valeurs  des  i  racines  s^  et  z^ 
pour  diverses  valeurs  de  a  ;  elles  proviennent  de  la  résolu- 
tion de  l'équation  du  troisième  degré  qui  donne  cos  e. 


Si  — 

90^ 

30 

6^ 

9^ 

12^ 

150 

160 

16043 

5<>57 
86"  5 1 

I2<^  12 

830  i3 

26047 

730  26 

37°  10 

650  16 

420  26 
60042 

5i°  5o 

5io  5o 

Deuxième  cas  :  a  =  a'.  —  Les 
points  Mj  et  M2  sont  confondus.  La 


TZ 


parabole  d'angle  (  -; a  1  est  tan- 
gente à  la   circonférence   au  point 
M|2.  Les  3  racines  sont  o,  s^o,  £3. 
On  a  alors  le  tableau  suivant. 


Fi 

g.  11. 

1 

e 

<  0 

0 

<  £ia 

—  £12 

>ei2 
< 

71 

a 

2 

Sens  des  coups. 

> 

< 

0 

On  a 


£12 -»I    j    'i\)  ,    ^o 

S3  =  560,  .^^^^  44// 
a    =  160,  4-2',  5i'' 
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Troisième  cas  :  a  >  a'.  —  Les  points  M^  et  M^  sont  ima- 
ginaires. La  parabole  ne  coupe  plus  la  circonférence  qu'aux 
points  Mo  et  \f  3. 


Le  tableau  du  sens  des  coups  est  le  suivant. 


e 

<o 

0 

>o 

7C 

a 

2 

Sens  des  coups. 

> 

< 

0 

44.  Exercices  proposés.  —  i.  Un  point  pesant  est 
lancé  d'un  point  0  avec  la  vitesse  Vq  ;  déterminer  l'angle  de 
projection  a  de  manière  à  rendre  niaximum  la  distance  du 
point  o  au  point  de  rencontre  du  projectile  avec  un  plan 
horizontal  situé  à  la  hauteur  /  au-dessous  du  point  de  départ. 


On  trouve 


cos  la 


91 


yi+gi 


)■ 


2.  Soient  un  plan  incliné  de  l'angle  i  sur  l'horizontale, 
OA  une  ligne  de  plus  grande  pente  et  ON  une  normale  de 
ce  plan.  Du  point  0,  on  lance  dans  le  plan  AON  un  projec- 
tile qui  fait  un  angle  (^  avec  OA.  Calculer  :  1°  l'angle  cpi, 
qu'il  fait  avec  OA  au  premier  point  de  chute  sur  le  plan; 
'1°  l'angle  cpn  qu'il  fait  après  avoir  rebondi  (n  —  i  )  fois,  en 
supposant  le  plan  parfaitement  élastique.  Montrer  que  la 
vitesse  suivant  ON  est  la  même  à  l'arrivée  qu'au  départ. 


w 
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(OA  et  ON  étant  pris  pour  axes,  on  trouve 
cotg  cpi  =  cotg  9  +  2  tg  s). 

^.  Est-il  possible,  du  sommet  de  la  pyramide  de  Chéops, 
de  lancer  à  la  main  une  pierre  qui  puisse  atteindre  le  sol 
sans  toucher  le  côté  inclii^é  de  la  pyramide  ? 

(La  hauteur  de  la  pyramide  est  l'^'j^,!  ;  la  longueur  d'un 
côté  du  carré  de  base  est  2 a [7"*,  5  ;  la  vitesse  initiale  avec 
laquelle  on  peut  lancer  une  pierre  à  la  main  est  de  2 5™ 
par  sec.) 

4.  D'un  point  A  d'une  verticale,  on  lance  verticalement 
un  proiectile  avec  une  vitesse  Yq.  D'un  point  B  de  la  même 
verticale  on  lance  verticalement  un  autre  projectile,  un 
temps  9  après  le  premier  et  avec  la  vitesse  Y'o.  Quels  seront 
leurs  points  de  rencontre  ? 

5 .  Démontrer  géométriquement  la  propriété  du  n**  4  ^  *  le 
lieu  des  points  de  chute  sur  une  droite  inclinée  de  l'angle 
de  site  e  quand  on  tire  avec  un  angle  de  projection  a  -f-  e  est 

la  parabole  d'angle  de  projection  I- a]  .  (a  est  supposé 

constant  ;  e  est  variable.)  \  '^  / 

6.  Dans  le  problème  du  tir  sur  but  élevé  : 

a)  Trouver  l'équation  de  la  courbe  neutre,  lieu  des  points 
du  plan  vertical  qu'on  peut  atteindre  avec  la  même  hausse 
que  celle  qui  donne  la  même  portée  sur  le  plan  horizontal. 

(Eliminer  a  entre  les  équations 

.                      ^      e                      \a  sin  10L 
tg  a  =  cos  e  tg  —  ;         0  =  — . 

'-*  9 


On  trouve  :      0  =  "  '  ® 


'iVi  cos  e  sm  £ 

P 


g     i-f-cose  +  cos^E  —  cos^e^ 

b)  Quel  est  l'écart  maximum  du  point  de  chute  sur  la 

droite  d'inclinaison  s  et  du  but  situé  sur  cette  droite  à  une 

\'^  sin  'loL 
distance  0  =  ,  l'angle  de  projection  étant  a -4-  e. 

y 

4. 
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(Égaler  à  zéro  la  dérivée  --ji-  de  la  courbe  des  points  de 

uS 

chute.  C'est  la  recherche  des  normales  menées  de  l'origine  à 
la  parabole  ( a.  j,  On  trouve  : 


îin  e  =  ±  \/  - 


—  1  te^  a  it  /i  —  8  tff-î  a 

sm  e  =  zt  \/  .      ,        .  ■. — 

•2(i+tg^a) 


c)  Quand  a  varie,  trouver  le  lieu  des  points  .qui  corres- 
pondent au  maximum  précédent, 

I  Ellipse  :         x'^  +  4j-  — y  =  o)  . 

d)  Valeur  exacte  de  l'angle  ^  qui  relie  a  et  s, 

(tg  p  sin  aa  =  I  ±  ^  i  —  ^  sin  'iol  tg  e  —  sin^  ^a.) 

e)  L'abscisse  x'  du  point  atteint  sur  la  ligne  de  site  e  en 
tirant  avec  l'angle  a  -f"  ^  est  telle  que 

x^  == (i  _.  tg  a  tg  e). 

9 

7 .  En  chaque  point  de  la  trajectoire  et  sur  la  normale  en 
ce  point  on  porte  une  longueur  inversement  proportionnelle 
à  la  vitesse  du  projectile.  Lieu  de  ces  points. 

(Contour  apparent  d'un  jet  d'eau  lancé  obliquement.) 

8.  Dans  la  famille  des  trajectoires  Vq  =  const.,  lieu  des 
points  où  l'inclinaison  t  de  la  tangente  a  une  même  valeur  ti. 

9.  Equation  de  la  trajectoire  en  coordonnées  polaires. 

10.  Démontrer  que  l'équation  de  la  trajectoire  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


xtg 


^('-t)- 


f?¥^:'^ 
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1 1 .  Dans  le  problème  de  la  trajectoire  passant  par  un 
point  donné  (32«2®),  posant  :  —  =  tg  e,  transformer  l'équa- 

tion  de  condition  :  tff  a vt^ =  ter  e,  de  manière 

^  2V*cos^a  ^    ' 

à  lui  donner  la  forme  : 

sin  [icL  —  s)  =  -vrr-  cos  e  +  sin  e. 

Discuter  cette  équation. 

12.  Si  la  parabole  décrite  par  un  point  pesant  dans  le 
vide  coupe  une  droite  en  deux  points  A  et  B,  les  vitesses 
du  mobile  en  ces  deux  points,  estimées  suivant  une  perpen- 
diculaire à  AB,  sont  égales  et  de  sens  contraire. 

i3.  Deux  points  matériels  m  et  m!  partent  sans  vitesse 
initiale  du  même  point  d'altitude  II  et  tombent  suivant  la 
loi  de  la  chute  dans  le  vide.  Leur  écart  initial  étant  s,  quel 
sera  leur  écart  Ç  à  l'altitude  o  ?  (Poussière  d'eau). 

(On  trouve  :  'C^  =  1.  v  He  —  s.) 

14.  Dans  le  problème  .du  n°  3o,  démontrer  que  les  tan- 
gentes OT  et  OF  aux  deux  trajectoires  qui  passent  par  le 
point  A  passent  par  l'intersection  de  deux  cercles  : 

1*  Le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  — ^-  • 

a**  Un  cercle  de  rayon   [  — -  —  y  )  ayant  son  centre  sur 

la  verticale  du  point  A  à  une  hauteur  y  au-dessus  de  la 
directrice. 

(Discuter  le  problème.)  (Baills.) 
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I  6.  —  Tableau  des  principales  formules 
DU  mouvement  dans  le  vide 

45.  Résumé. 

i)  Notations. 

\q      =  vitesse    initiale  en 
mètres  par  secon- 


t 

V 


de 

=  accélération    de   la 
pesanteur  m.  p.  s. 

=  temps  en  secondes. 

=  vitesse  en  m.  p.  s. 
du  projectile  au 
point  xy. 
X  =  portée  en  mètres. 
Xs,  Ys  =  coordonnées  du  som- 
met de  la  trajec- 
toire. 


a 


=  angle  de  projec- 
tion. 

x,y  =  coordon nées  en  m . 
du  projectile  au 
temps/.  Axes  rec- 
tangulaires :  ox 
positif  dans  la  di- 
rection du  tir  ; 
oj  positif  Vers  le 
haut. 

T  =  inclinaison  de  la 
tangente  au  point 
xy. 


■2)  Équation  de  la  trajectoire  parabolique  : 

qx' 

y  =  a?  tff  a tt^ ; —  . 

-^  ^  tiV^cos^^a 

3)  Vitesse  v  en  un  point  : 

-  igy.  (au  sommet  Yg  =  Yo  cos  a) 


V 


V: 


4)  Inclinaison  t  en  un  point  : 


Ig  T  =  tg  a  — 
5)  Portée  : 


gx 


Yî  cos"^  a  * 


(angle  de  chute  w  =  —  a) 


\'i  sin  2  a 
X==— ^ 


TU 


I  maximum  pour  a  =  —  .  Portée  maximum  X 


V; 


k-Jf^-  »- 
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6)  Coordonnées  du  sommet  : 

V^  sin  '2%                        V-  sin-  a 
As  = ;  Ys  = . 

7)  Temps  t  au  point  xy  : 

Va  cos  a 
t=  — ^ . 

9 
Durée  totale  du  irajet  jusqu'au  point  de  chute  : 

rj, 2V0  sin  7. 


Pour  a  =  -7-  ,        on  a  :        T  =  — -  t/2  =  \    

4  9^9 

8)  Équation  de  la  parabole  de  sécurité  : 


x^  + 


9' 


9)  Angle  de  projection  qui  permet  d'atteindre  un  but  de  coor- 
|-  données  aetb: 

^  9  <^    ^   9  9 

-|-  tir  courbe  ;  —  tir  tendu. 


f  10)  Vitesse  initiale  qui  permet  d'atteindre  un  but  déterminé 

(ciy  b)  sous  un  angle  de  projection  donné  : 


■-^, 


ag  cos  e 


•i  sin  (a  —  e)    cos  a 


b 
avec  tR  £  =  —  • 

11)  Terrain  incliné  (e  ==  inclinaison  positive  du  plan  sur 
rhonzontale). 
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Portée  Xj,  mesurée  sur  le  plan  incliné;  l'angle  de  pro- 
jection est  compté  à  partir  de  Thorizontale  : 


x.= 


iV? 


cos  a 


sin  (a  —  e) 


g  cos-  e 

La  durée  du  trajet  Tj,  pour  atteindre  X.  est  : 

2V0    sin  (a  —  e) 


T.= 


9 


cos  e 


12)  Point  de  chute.  Connaissant  deux  des  quatre  quantités 
\  0,  a,  X  et  T,  détermin'er  les  deux  autres. 


DO?f>EES 


flt,X 

Vo,X 
V„,ï 


SOLUTIONS 


a,Yo        X 


V?  sin '2  a 


v„     = 


v„     = 


sin '2a: 


sin  a 


V  sin  2a 

2  sin  a 


X,T         Ig  a    = 


2X 


T== 


2  Vo  sin  a 


9 


^S/^ 


T 
X  = 


Xtga 


^T^ 


2tga 


T=^(v/Vo^+^X±v/Vj 

y  


-Î/X) 


TOg^Wf^  -"" 


CHAPITRE   II 

MOUVEMENT  REGTILIGNE  DANS  UN  MILIEU 

RÉSISTANT 

I  I .  —  Formules  du  mouvement  rectiligne  horizontal 

46.  Hypothèses.  —  L'hypothèse  inverse  de  celle 
du  mouvement  dans  le  vide  s'obtiendra  en  supposant 
que  des  deux  forces  qui  agissent  sur  le  projectile,  savoir  : 
la  gravité  g  et  la  résistance  de  tair  cF(r),  la  première  g 
est  nulle  (i 4).  C'est  le  second  cas-limite  du  problème 
balistique. 

Cette  circonstance  se  présentera  en  pratique,  avec 
une  approximation  plus  ou  moins  grande,  dans  trois 
cas  distincts. 

;  Premier  cas,  —  Le  mouvement  sera  rectiligne  quand 

la  perte  de  poids  du  projectile  plongé  dans  le  milieu  est 

\  égale  à  son  poids.  Ce  sera,  par  exemple,  le  cas  du  mou- 

I  vement  horizontal  d'un  corps  flottant  sur  un  liquide 

en  repos. 

Deuxième  cas,  —  Ce  mouvement  sera  encore  recti- 
ligne, en  première  approximation  tout  au  moins,  lorsque 
g  sera  très  petit  devant  cF(d).  Cette  circonstance  se  réa- 
lisera pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  la 
fonction  F^?;)  qui  tend  vers  l'infini  en  même  temps  que 
la  vitesse. 
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Troisième  cas.  —  Enfin,  le  mouvement  est  encore 
rectiligne,  en  première  approximation,  lorsqu'on  consi- 
dérera un  arc  de  trajectoire  très  voisin  du  sommet  de 
cette  courbe  et  tel  que  les  inclinaisons  t  aient  des  valeurs 
extrêmement  voisines  de  zéro.'  La  vitesse  en  un  point 
et  la  résistance  tangentielle  se  projetteront  alors  très 
approximativement  en  vraie  grandeur  sur  une  horizon- 
tale et  Tare  de  trajectoire  différera  infiniment  peu  de 
la  corde  horizontale  qui  le  sous-lend.  Ce  cas  doit  donc 
être  considéré  comme  un  cas-limite  du  problème  balis- 
tique correspondant  à  t  =  o. 

47.  Équations  du  mouvement.  —  Soit  cF(v)  la 
résistance  du  milieu,  supposée  tangentielle.  Prenons 
pour  axe  des  x  la  direction  du  mouvement,  qu'on  peut 
supposer  horizontale  ;  on  aura,  pour  définir  ce  mouve- 
ment, la  seule  équation  différentielle  : 


Coinme,  par  définition  de  la  vitesse  i?,  on  ai;  =  -r-, 
l'équation  différentielle  pourra  s'écrire  : 

d'où  l'on  déduira  le  temps  t  par  l'intégrale 

I    .^^    dv 

en  désignant  par  v  la  vitesse  au  temps  t  et  par  Y^  la 
vitesse  initiale  pour  laquelle  on  suppose  t=  o. 
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Pour  avoir  V espace  x,  on  écrira  : 

vdv  vdv  -^,  , 

— T-  =  —  et  v)         ou  — j —  =  —  cr  V  , 

vdt  '  '        .  dx 

ce  qui  donnera  x  par  l'intégrale  : 

vdv 


I     Z"'  vdv 


en  prenant  jc  =  o,  pour  /  :^  o  et  pour  v  =  T^,. 

48.  Fonctions  S(v)  et  D{v).  —  Le  problème  est 
donc  résolu,  moyennant  les  deux  quadratures  indiquées. 
Avec  la  fonction  Ffi;)  donnée  soit  par  une  expression 
analytique,  soit  par  une  table  numérique,  on  saura  tou- 
jours calculer,  une  fois  pour  toutes,  les  tables  de  ces 
deux  intégrales. 

Ces  tables  seront  à  simple  entrée  et  feront  con- 
naître en  regard  de  la  vitesse  v  les  produits  et  ou  ex. 

Supposons  ces  tables  construites  et  représentons  les 
deux  intégrales  par  les  notations  suivantes  : 

f  ^  C"    dv  ,  ,  f'  vdv 

V  est  une  vitesse  arbitraire  choisie  pour  origine  des 
tables,  pour  laquelle  on  supposera,  par  exemple  S;^V^  =  o 
et  D(V)  =  o.  V  sera  avantageusement  choisie  en  dehors 
des  limites  des  vitesses  qu'on  aura  à  utiliser  en  pratique 
de  manière  que  les  nombres  de  la  table  soient  tous  de 
même  signe. 

BALISTIQUE.  5 
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Les  équations  qui  donnent  ^  et  a;  seront  alors  : 


t 


sfc)  -  S(Vo) 

*  Il  -    -  - ' 

c 


ou  encore,  par  abréviation  : 


X 


_  B{y)  -  D(VJ 


X 


La  table  pourra  être  disposée  comme  il  suit,  avec  la 
vitesse  v  pour  argument  et  V  =  1200""  par  exemple. 


u 

et 

ex 

1200 

II99 
II98 

•     •     •     • 

0,0000 

0,0=^281 

o,o'^56a 

0,0000 

0,0*^234 
o,oM68 

Dans  la  colonne  et  est  la  fonction  S{v)  ;  dans  la 
colonne  ex  est  la  fonction  D(i^).  Par  de  simples  addi- 
tions ou  soustractions,  on  saura  ainsi  résoudre  les  diffé- 
rents problèmes  qui  pourront  se  présenter  en  pratique. 

49-  Théorèmes.  —  Les  théorèmes  qui  suivent 
résultent  immédiatement  des  formules  établies  ci-dessus. 

1^  Si  deux  projectiles  de  coefficients  balistiques  c  et 
c'  sont  lancés  avec  une  même  vitesse  initiale  V^,  les  par- 
cours X  et  x'  et  les  temps  t  et  t  au  bout  desquels  leur 
vitesse  sera  devenue  v  sont  inversement  proportionnels 
à  leurs  coefficients  balistiques  :  ex  ==  dx'  et  et  =  e'i . 

2^  La  table  de  la  fonction *D(î^)  donne,  pour  chaque 
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vitesse,  dans  la  colonne  ex  le  chemin  nécessaire  au  pro- 
jectile de  coefficient  balistique  égal  à  Tunité  pour  perdre 
un  mètre  de  vitesse. 

3**  Propriété  analogue  pour  le  temps  dans  la  colonne  et. 

5o.  Fin  du  mouvement.  —  Nous  supposons  que 
F(i^)  est  une  fonction  continue^  essentiellement  positive 
et  croissante  avec  v  jusqu'à  l'infini.  Pour  u  =  o,  la 
fonction  F(t^)  tend  vers  une  limite  finie  qui  peut  être  o. 

Considérons,  à  partir  de  l'origine  V^,  le  temps  total  T 
écoulé  et  Vespaee  total  X  parcouru  lorsque  la  vitesse  v 
sera  devenue  égale  à  zéro.  F(î;)  est  une  fonction  décrois- 
sante avec  V  et  cette  dernière  quantité  décroît  quand  t 

augmente,  en  vertu  de  la  relation  -7-  =  —  cF(i'^,  où' 
le  second  membre  est  négatif. 

Soit  n  un  exposant  tel  que  v~^F(v)  ait  pour  limite 
une  quantité  finie  quand  v  tend  vers  zéro.  Cela  revient  à 
poser,  dans  le  voisinage  dev  =  o  :  F(v)=v^  [a-\-b^(v)]^ 
la  fonction  ^(v)  tendant  vers  zéro  avec  v  ;  on  aiira  ainsi 
le  développement  de  F(t')  suivant  les  puissances  de  v  au 
voisinage  du  point  v  =  zéro. 

Soit  v^  une  vitesse  assez  voisine  de  zéro  pour  que  le 
développement  précédent  s'y  applique  ;  le  temps  /,  mis 
pour  aller  de  V^  à  v^^  ainsi  que  l'espace  x^  sont  finis, 
puisque  dans  ces  limites,  le  dénominateur  F(y)  des  inté- 
grales ne  devient  pas  nul. 

Entre  v  et  v^^  on  aura  : 

/»"  rfu    r""  dv I 

^  X,  F{v}  X,  av""       a  n 

"Wy)  /'^  dv 


^n-l  yu-i 


ex 


r  vdv) r  dv        i       i         i  i 

'^~X,  F(v)  "^J,,  au'^-^'^â  n  —  2\j)^'~vf-\ 
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Faisons  tendre  maintenante  vers  zéro. 

Différents  cas  •  se  présenteront  suivant  la  valeur  de 
Fexposant  n  qui  doit  être  supposé  d^ailleurs  ^  o  d'après 
l'hypothèse  faite  sur  la  fonction  F(v). 

Ils  sont  résumés  dans  le  tableau  suivant  : 


n 

0 

<  I 

.  I 

<2 

-  2 

>2 

T  = 

X  — 

fini 
fini 

fini 
fini 

00 

fini 

00 
fini 

00 
00 

00 
00 

5i.  Origine  du  mouvement-  —  Supposons  main- 
tenant que  le  projectile  soit  lancé  avec  une  vitesse  ini- 
tiale Vq  infinie  et  cherchons  si,  pour  atteindre  une 
vitesse  v  finie,  le  temps  U  et  Y  espace  x^  seront  finis  ou 
infinis.  Le  raisonnement  sera  le  même  que  dans  le  cas 
précédent,  en  posant  pour  de  très  grandes  valeurs 
de  V  : 

F(f)  ==  v^'[a'  -\-  b'^[v)]^  l'exposant  n!  étant  tel  que 
i)~"'F(i')  ait  une  valeur  finie  pour  v  ==  00  . 

On  aura  donc  les  mêmes  formules  que  dans  le  cas 
précédent,  c'est-à-dire  : 


I  1 

et  =-7- -7 — 


ex 


a    n  —  I 
I         I 

a'  n'  —  2 


V 


n'  —  1 


'  0 


rn'  —  1 


V 


n'  —  2 


Vn'  -  2 


On  fera  alors  V^  =  00  dans  ces  formules,  et,  suivant 
les  valeurs  de  n\  on  pourra  dresser  le  tableau  suivant  : 


5 
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/l' 

0 

<  I 

I 

<2 

2 

>2 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

fini 

00 

.   fini 

00 

fini 
fini 

f 

I 


02 .  Exemples.  —  Supposons  que  la  fonction  F(i')  puisse 
être  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  r  : 

F(v)  =  koV"  +  Aiv^- *  +  .. .  +  KfV""'  ^       n'  >  n- 

1°  Pour  que  la  trajectoire  du  projectile  depuis  \q=  co 
jusqu'à  V  =  0  soit  finie,  il  faut  que  n  soit  plus  petit  que  2, 
et  que  n'  soit  plus  grand  que  1. 

Par  exemple  :       F(v)  =  XqV  (i  +  bv-). 

1°  Pour  que  le  temps,  de  Vq  =  qo  à  r  =  o,  soit  fini, 
il  faut  que  n  soit  plus  petit  que  i ,  et  ai'  plus  grand  que  i . 

Par  exemple  :       F(i;)  =  A  -|-  61»^ 

3^  Enfin  pour  qu'à  la  fois  le  temps  et  l'espace  soient  finis, 
il  faut  que  «  <  1  et  n'  >  2 . 

Par  exemple  :       ¥(v)  =za  -{-  bv^  -\-  cv^. 

4°  A  remarquer  le  cas  i  <  n'  <  '2,  où  l'espace  x»  est  infini 
tandis  que  le  temps  t^o  est  fini. 


i  a- 


Discussion  du  mouvement 


53.  Courbe  (v,  ex).  —  Pour  se  rendre  compte  plus 
aisément  des  propriétés  du  mouvement  rectiligne  horizon- 
tal, construisons  une  courbe  eiï  prenant  pour  abscisses 
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les  vitesses  i»  et  pour  ordonnées  les  produits  ex.  Comme 
on  a  :  ex  =.  d(v)  —  'D(y^^  cette  courbe  représentera 
la  fonction  D(v). 

Tout  d'abord  cherchons  les  tangentes  aux  deux  extré- 
mités de  la  courbe.  On  a  pour  la  tangente  en  un  point 
quelconque  : 

cdx  V 

~dV  ""  ~"  Y{v)  ' 


Cette  expression  se  présente  sous  la  forme  —  pour 
V  =  o  (à  moins  que  F(î;)  ne  renferme  une  constante, 
auquel  cas  :  lim  —^ —  =  o) .  Pour  r  =  oo  ,  elle  se  présente 

sous  la  forme . 

QO 

Donc  dans  les  deux  cas  on  aura  : 

cdx 


lim. 


dv  J  ~        Y\v)   ' 


\^  Tangente  au  point  S  om  d  =  o  —  n  étant  comme 
précédemment  Fexposant  qui  convient  à  la  fonction  F(v). 
dans  le  voisinage  de  v  =  o,  on  aura  :  F^(v)  =  nv^  ~  *. 
Donc,  pour  v  =  o  : 

si       n  —  I  >  o  la  tangente  en  S  est  verticale    ' 
n  —  I  =:=  o  »  inclinée 

n —  I  <  o  »  horizontale. 

2®  Tangente  au  point  Q  oùv  =  00.  —  n'  étant  dans  le 
voisinage  de  u  =  00  l'exposant  qui  convient  à  la  fonc- 
tion F(î^j,  on  aura  F'(i')  =  aiV"  ^  Donc,  pour  i;  ==  oo  : 
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si       Al'  —  I  >  o  la  tariffente  en  Q  est  horizontale 


n' 


I  =0 
I  <  o 


inclinée 
verticale. 


y  Les  formes  de  la  courbe  [v^cx] .  —  D'après  la  discus- 
sion précédente,  on  peut  distinguer  un  certain  nombre 
de  types  de  courbes  (v^cx)  différenciées  par  leur  allure 
aux  points  o  et  oo.  D'ailleurs  les  formes  en  ces  deux 
points  sont  totalement  indépendantes  Tune  de  l'autre,  de 
sorte  qu'on  peut  combiner  une  forme  du  premier  tableau 
avec  une  quelconque  du  second. 


pr  Tableau 

n»û     n<i     n^i     n<z    ri'Z     n>z 
S         S 


\  Bn  du 
ynauvement 
1  v=o 


2 '.Tableau 


V  o    ^  V  o       V  o       V  o    ^  u  o  ^     V 


ex 


ex    \cx 


Origmeâu 
^mouvement 


sOO 


Fig.  24. 

4®  Remarques.  — a)  Les  courbes  réunies  par  une  acco- 
lade ne  diffèrent  point  essentiellement  comme  formes. 
Il  y  a  donc  seulement  quatre  formes  distinctes  pour 
chaque  tableau,  soit  au  total,  en  les  combinant  de  toutes 
les  manières,  seize  formes  de  la  courbe  totale,  de  v  =  oo 
k  V  =  o. 


i 
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b)  Quand  ai  ==  o,  l'équation  cdx  = -, —  est  celle 

d'un  mouvement  uniformément  retardé  d'accélération  cA;  ; 
la  courbe  (u,  ex)  est,  vers  le  point  S,  une  parabole. 

c)  Lorsque  les  courbures  au  point  S  (u  =  o)  et  au 
point  Q  (v  =  oo)  sont  opposées,  les  courbes  présentent 
un  point  d'inflexion,  ou  un  nombre  impair  de  ces  points. 
Si  elles  ont  des  courbures  de  même  sens  aux  points  S 
et  Q  elles  présentent  zéro  ou  un  nombre  pair  de  points 
d'inflexion.  Dans  tous  les  cas  ces  points  correspondent 
aux  racines  de  l'équation  : 

F{v)  —  vF\v)  =  0    ■ 

cd'x 
qui  annule  la  dérivée  seconde     ,  ^   . 

Ce  sont  les  points  où  la  fonction  F  (y)  devient  pro- 
portionnelle à  la  simple  vitesse. 

54  •  Fonction  D(v).  —  Les  courbes  précédentes  repré- 
sentent la  fonction  D{v)  dont  la  définition  est 


,  ^  r^  vdv 


Si  la  courbe  est  finie  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
on  peut  prendre  pour  vitesse  V,  origine  de  la  table, 
soit  V  =  o,  soit  tJ  =  00  suivant  le  cas.  Mais  dans  le  cas 
où  Al  :^  2  et  Al'  ^  2,  on  ne  peut  prendre  le  point  de 
départ  des  tables  à  ces  extrémités  naturelles  et  on  choisit 
arbitrairement  une  vitesse  V,  pour  laquelle  on  donne  une 
valeur  arbitraire  à  la  fonction  D.  La  soustraction  qu'in- 
dique l'opération  : 

ex  =  D(i>)  —  D(V,) 


r 
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fait  disparaître  et  l^arbitraire  de  la  vitesse  Vet  l'arbitraire 
de  la  valeur  initiale  de  la  fonction  D{V). 

55.  Courbe  (v,  et).  —  La  courbe  des  temps  et  en 
fonction  des  vitesses,  c'est-à-dire  la  fonction  S(t')  se 
discutera  d'une  manière  analogue.  On  trouve  les  types 
de  courbes  suivantes  :  " 


Tl'ioUTl^f , 


J«"TaUeau/c/ 


Fi'n 
du  mouvement 


Fig.  9.). 


/!.';>/ 


S^'Tableau  Ict 


Origine 
du  mouvement 


Fig.  26. 


56.  Cas  de  F(v)  =  BnV*^.  —  Dans  le  cas  d'une  résis- 
tance F(v)  proportionnelle  à  une  puissance  n  de  la  vitesse, 
les  deux  intégrales  S(v)  et  D(v)  s'expriment  aisément  au 
moven  de  fonctions  connues. 

OA  a  en  efl'ct  : 


Q/ ^— .    c  ^^        r  ^^  —  ^     ^ 


V 


n  —  1 


yn  -  1 J 


et 


V  est  une  vitesse  quelconque,  qui  peut,  dans  ces  for- 
mules explicites,  être  la  vitesse  Vq  elle-même. 


.'). 


82 
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On  peut,  au  moyen  de  ces  formules  générales,  établir 
les  formules  particulières  suivantes,  où  on  a  donné  à  n 
diverses  valeurs. 


^ 


n 


O 


3 


4 


bnt 


V 


Logl« 

V 


I 

V 


I 


2     U«  V|lJ 


bax 


-   v;-„- 


V 

V 


I 

V 


I 

Y. 


-Av'         V*J 


n 


_j_r_i 1-1 

n  _  I    [  un-l  V»-*  J 


La  notation  b^  est  mise  pour  cB„. 

Espace  en  fonction  du  temps.  —  Dans  les  formules  du  cas 
de  F{v)  =  hn^^  qui  donnent  t  et  a*,  il  est  très  aisé  d'éli- 
miner la  vitesse  v  et  d'obtenir  une  formule  générale  entre 
les  deux  variables  x  et  t.  C'est  la  relation  : 


Lv?-' 


n 


1 


'1 1  b^x 


n-2 


Pour  diverses  valeurs  de  ri,  on  obtient  les  équations  sui- 
vantes : 


F*r< 
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n  f(x,t} 

o  .x  =  \Qt — — bot^ 


2 


Yo  —  biX 


3  '  =  ^+T^^'^' 


57.  Développement  en  série.  —  Dans  le  problème 
du  mouvement  rectiligne  horizontal,  figurent  3  variables, 
la  vitesse  v,  l'espace  parcouru  x,  le  temps  t 

On  peut  prendre  pour  variable  indépendante  Tune  quel- 
conque d'entre  elles  Mais  si  dans  le  cas  de  F(v)  =  Bnr>"  le 
problème  est  soluble  par  des  formules  explicites,  il  n'en  est 
pas  de  même  dans  le  cas  de  F(i;)  quelconque  :  a;  et  /  s'ex- 
priment facilement  en  fonction  de  v  par  le  moyen  des  fonc- 
tions D(u)  et  S(v),  mais  on  ne  peut  donner  par  exemple  la 
relation  f{x,  t)  parce  qu'entre  les  deux  fonctions  D  et  S  on 
ne  peut  éliminer  la  variable  v. 

On  est  alors  obligé  de  recourir  à  un  développement  en 
série.  Il  existe  6  développements,  chacune  des  3  lettres  i;,^, a? 
pouvant  être  associée  aux  deux  autres. 

Soit  ^  un  élément  quelconque  dont  on  veut  le  dévelop- 
pement par  rapport  à  un  autre  $.  On  posera  5  =  So  —  (So  —  S) 
et  la  formule  de  Mac  Laurin  donne  immédiatement  la  série  : 


y 


U  -  (?.  - 1)  (|-} 


{l,-lf  /d% 


C£„  — £l5   fd^Z\ 


1.2  \(K}/o 

(^„  — ?)'  fdK 


1.2.3  Vd^'/o 
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On  trouve  aisément  les  dérivées  successives  suivantes  pour 
les  variables  x  et  t  : 


dx 
HT 
d'x 


V 


dt- 
d'x 
IF 
d'*x 


do 


=  _|_  c-îFF 

=  »_  c^F^F'-^  +  FF') 


_dl_ 
dx 
dH 
Ix" 
dH 
dx^ 
dH 


I 

V 


cF 


V 


éY 


yi 


iP  —  3F 


dx'* 


c^F 


\ 


v^FF"  + 


Et  par  suite  on  aura  les  deux  séries  suivantes  : 

I  )     x  =  \ot  —  cFo—  +  c^FoFo  — ^ 

i.'i  1.1,5 


-  c^Fo    Fi^  +  FoFi' 


t'* 


+ 


2)     /  = 


X 


•+  V5F,FJ' 


_i^^    +VoFi(VoF„'-.oF„)  MjT 
Dans  le  cas  de  F(t))  =  Bnii",  ces  formules  deviennent  : 


0     a-  =  V„._6„V:-^  +  n6^Vr-^ 


_n('2/i  —  i)6^Vf 


—  2 


f^ 


1/2.3.4 


+ 


—  8 


X' 


Y  0  1.2 


X-^ 


-(n-3)6iVJ'>-» 

1.1. 5 


X* 


r 


.' 
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On  vérifie  que  pour  /i  =  o,  la  première  de  ces  formules 
et  pour  n  =  î  la  deuxième,  coïncident  avec  les  formules^ 
.  données  au  n**  56. 


58.  Exercices  : 

1°  Etablir  ks  quatre  autres  développements  en  série  de  la 
théorie  du  tir  rectiligne  horizontal,  à  savoir  ceux  qui  ren- 
ferment la  vitesse  v  comme  variable  ou  comme  inconnue. 


3)    v=Y, 


Vo 


X 


+  ^(VoF:-F„)-fl 
^    L+3FJ 


Vo 


'•)   ^=  ^(Vo  — ")  — 


3F„) 
I    F,  — VoF;  (V„  — t.)^ 


X' 


i.'i.'i 


+ 


n 


i.'± 


,       r+V„F„FM/v„_t,y. 
FI     —  'iVoF'^      ^         ■' 


+ 


5)   v=V„  — cFo<  +  c^F„F' 


fi 


i.-i 


c«Fo  (f;-2  +  FoF;o 


I  .  '2 .  3 


G)    t 


I  I  F^  {\,^vf       I  (F;^Fo-.F:^)  (Vo-t;)3 

cFo^   '     "^^"^cFf      1.2  c  F?  1.2.3 


•2^  Appliquer  au  cas  de  F(v)  =  B^u",  et  arriver  aux  for- 
mules suivantes  : 

30    i;=Vo~6nVr^^  +  ^tJVf-3x2+"^±^^^^^ 


1.2 


I  .  '2  .  3 


V)     X: 


V,-t> 

6„vr' 


»H — 


n—i(\o  —  v)    ,   n(n—i)(\o  —  vf 


V. 


+ 


1.2.3 


V: 


+ 


n 


60    < 


Vo-v 


Vo 


1.2.3 


VJ 


86  LES    CAS    LIMITES    DU    PROBLEME    BALISTIQUE 

3®  Déduire  les  formules  4)  et  6)  des  équations  ca;= D — Do 
et  c^  =  S  —  So  en  développant  les  fonctions  balistiques  D 
et  S.  [On  pose  v  ==  V©  —  (Vo  —  v)  et  on  applique  aux  fonc- 
tions D  et  S  le  développement  de  Taylor  avec  Y©  —  v  comme 
argument.] 

4*^  Déduire  les  formules  4Q  et  6')  des  formules  du  n°  56 
en  posant  i;  =  Vq  —  (Vq  —  v)  et  appliquant  la  formule  du 
binôme. 

5°  Toutes  les  fonctions  ne  sont  pas  d'un  degré  qu'on 
puisse  déterminer  comme  il  a  été  dit  précédemment  (5i)  ; 
il  est  des  fonctions  pour  lesquelles  la  limite  v~^F(v),  quand 
V  converge  vers  rintini,  est  toujours  nulle  ou  infinie,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  n  que  l'on  veuille  adopter  (de  Saint- 
Robert)  . 

Telles  sont  les  fonctions  A  Log  v,  Ae"^",  etc. 

1°  Démontrer  que  si  F(y)  =  A  Log  v,  on  a  toujours 
/ao  =  Qo  et  Xoo  =  00  ,  pour  v  =  00  . 

'1^  Démontrer  que  si  F(î;)  =  Ae"*",  on  a  toujours  U  et 
Xao  finis  pour  i;  ==  oo  et  que  de  plus,  la  trajectoire  tout 
entière  de  v  =  00  à  v  =  o  est  finie. 

6°  Formules  différentielles  du  mouvement  rectiligne  horizon^ 
tal. 

cdx  -\-xdc  = p-  H p — 

COt   -f-    toc  = ï^ YT- 

Si  X  est  connu,  par  exemple,  les  variations  bv  et  ht  des 
deux  autres  variables  sont  données  en  fonction  de  de  et  dVo 
par  les  formules. 

vbv  VoôVo 


F    —      Fo 


—  xèc 


^^'=^('-^)  +  (t-"^« 


fwy^v 
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X 

Démontrer  que  le  facteur /est  toujours  positif. 

7°  Mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel  non  pesant 
soumis  à  une  résistance  exprimée  par  la  formule 

R=K(e»'''—  i) 
(Formule  proposée  par  M.  Page,  Revue  d'artillerie.) 


CHAPITRE  III 

MOUVEMENT  VERTICAL  DANS  UN  MILIEU 

RÉSISTANT 

I   I.  —  Mouvement   vertical  ascendant 

59.  Mouvement  dans  le  vide.  —  Soit  0  Torigine 
du  mouvement  et  OY  la  verticale  que  décrit  le  projectile 
lancé  du  point  0  avec  la  vitesse  V^.  L'espace  y  parcouru 
sera  compté  positivement  de  bas  en  haut,  c'est-à-dire 
dans  le  sens  du  mouvement. 

L'équation  différentielle  du  mouvement  étant  : 

on  aura 

dv 

On  en  déduira  facilement,  entre  les  trois  variables  y,  v 
et  t^  les  trois  équations  suivantes  : 

I      .  V!  —  u- 


0 


^  =  Vo  — ^f;       y  =  ^ot—-9t';      y  ^^ 

Le  projectile  monte  jusqu'au  sommet  Ts,Ys  où  on  a 
V  =  o-      T  =  — •      Y  ^ 

'  s  ^  î  ■■■s  _     ?  *■  s 


I 


9  '         ^9 
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On  a  encore  :  Y^  =  -^^— ^ . 

L^expressîon  de  t  en  fonction  de  y  est  la  suivante  : 

9 

6o.  Mouvement  vertical  ascendant  dans  Tair. 

—  La  résistance  de  l'air  représentée  par  la  fonction  F(d) 
s'opposant  toujours  au  mouvement,  on  aura  comme 
équation  différentielle  du  mouvement  ascendant  : 

d'y 


dt' 


—  cF{v)  —  g. 


y  est  ainsi  compté  positivement  de  bas  en  haut,  dans 
le  sens  du  mouvement. 

dy 
Comme  on  a  v  :=:  -j-  ,  on  pourra  intégrer  et  obtenir 

le  temps  t  par  la  formule  suivante  : 

dv 


ct  = 


;„  F(^')+-f 


L'intégrale  est  prise  à  partir  de  la  vitesse  initiale  V^,,, 
pour  laquelle  on  suppose  ^  =  o. 

On  aura  ensuite  pour  la  hauteur  y,  entre  les  mêmes 
limites  et  avec  l'hypothèse  y  =  o  pour  v  =  \q  : 


cy  =  — 
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Ces  deux  intégrales  sont  la  généralisation  des  fonc- 
tions S  (i')  et  d(i>)  trouvées  précédemment  (48) ,  auxquelles 
elles  se  réduisent  d'ailleurs  pour  g  =  o. 

Comme  on  peut  les  écrire  : 

/*« 

vdv 
97  =  — 


cF{v) 


elles  sont  également  la  généralisation  des  formules  du 
vide  du  n*^  69  auxquelles   elles  se  réduisent  si  on  fait 

cF(v)  =  o. 
Posons  : 


9  i 

i 

C  i 


On  aura  : 

et  =  s;»  —  SS  ;         cy  =  A^»  —  AJ 


•V, 


Moyennant  le  calcul  fait  une  fois  pour  toutes  des 
tables  des  fonctions  S^  et  A^  en  partant  de  la  fonction  F(v) 
expérimentale,  on  aura  la  possibilité  de  résoudre  numé- 
riquement les  problèmes  du  tir  vertical  de  bas  en  haut. 
Ces  tables  sont  à  double  entrée  et  auront  pour  argu- 

Q 
ments  v  et  -^ . 

c 
A  la  valeur  -^  =  o  de  cette  table,  correspondent  les 
fonctions  S{v)  et  D(i^)  de  la  théorie  du  tir  horizontal. 
Pour  la  valeur  ~  =   00,  les  fonctions  S  et  A  sont  infi- 


y^;^ 


iw~ —  ''V- 
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nies;  mais   cette  condition  exige  que  c  =  o.   On  se 
trouve  donc  dans  le  cas  du  vide  et  les  vraies  valeurs 

des  intégrales  sont  t  =  —  (V^  —  i^)  et  j  =  —  ( Vq  —  v^) 

ainsi  qu'on  le   reconnaît  par  la  deuxième  forme  sous 
laquelle  on  les  a  mises. 

61.  Discussion  du  mouvement  vertical  ascen- 
dant* —  D'après  l'équation  différentielle 


la   dérivée   -j-^  '  est  constamment  négative  ;    la  vitesse 


dt 
dv 

'dt 

décroît  constamment  :   elle  s'annule  au  point  culmi- 
nant, où  on  a 

CT3  =  So^o       et       c\\  =  Ao^». 

Si  la  vitesse  initiale  V^  est  finie,  le  dénominateur  des 
fonctions  S  et  A  ne  devient  jamais  infini  ;  donc  T^  et  Yg 
sont  finis.  Mais  si  la  vitesse  initiale  est  infinie,  la  résis- 
tance c¥(v)  qui  devient  infinie  en  même  temps  que  f ,  est 
infiniment  grande  par  rapport  à  la  gravité  ^,  de  sorte 
que,  pour  la  recherche  des  valeurs  limites,  les  fonctions 
S  et  A  se  confondent  avec  les  fonctions  S  et  D.  Le  temps 
et  l'altitude,  dans  le  cas  d'une  vitesse  initiale  infinie, 
seront  donc  finis  ou  infinis  dans  les  mêmes  conditions 
que  le  temps  et  le  chemin  parcouru  l'étaient  dans  le 
mouvement  horizontal  (5i). 

«  Il  en  résulte  que  si  la  résistance  de  l'air  suit  une 
«  loi  d'un  degré  supérieur  au  carré  de  la  vitesse,  il 
«  pourrait,  suivant  la  grandeur  du  coefficient  balistique. 


92  LES    CAS    LIMITES    DU    PROBLEME    BALISTIQUE 

c(  y  avoir,  entre  les  bornes  mêmes  de  l'atmosphère  ter- 
((  restre,  une  hauteur  limite  au  delà  de  laquelle  nos 
((  armes  à  feu  ne  pourraient  plus  lancer  de  projectiles, 
«  tout  en  admettant  des  moyens  de  projection  très  puis- 
ce  sants  et  même  capables  d'imprimer  au  projectile  une 
«  vitesse  initiale  infinie  »  (de  Saint-Robert,  t.  I,  p.  54.) 

«  A  l'instant  où  i;  =  o,  la  résistance,  en  vertu  de  sa 
«  nature  cesse  d'agir  et  le  mobile  qui  n'est  plus  sollicité 
«  que  par  la  pesanteur  tend  à  descendre,  et  descendra 
c(  effectivement  si  la  résistance  qui  reprend  son  action 
(c  dans  le  sens  opposé,  peut  être  vaincue  par  le  poids 
((  relatif  du  mobile. 

<(  Arrivé  donc  à  sa  plus  grande  hauteur,  le  mobile 
(c  retombera  si  cF(vj  qui  exprime  la  résistance,  acquiert 
«  pour  u  =  o,  une  valeur  inférieure  à  ^  ;  il  s'arrêtera 
«  au  contraire  si  pour  v  =  o  elle  prend  une  valeur  ^  ^.  » 
[loc.  cit.,  p.  5i.) 

Ce  dernier  cas  ne  peut  se  produire  évidemment  que 
si  F(v)  contient  un  terme  indépendant  de  d,  donnant 
naissance  à  une  résistance  de  frottement.  La  suspension 
presque  indéfinie  dans  l'air  des  corpuscules  très  légers 
s'explique  par  le  fait  de  la  grandeur  du  coefficient  balis- 
tique c  de  ces  objets,  et  de  la  présence  dans  F(i^)  d'un 
terme  de  frottement  de  l'air,  aussi  petit  qu'on  voudra 
si  c  est  suffisamment  grand,  c'est-à-dire  si  lé  poids  do 
l'objet  est  suffisamment  petit. 

62.  Courbe  (v,  cy)  du  mouvement  ascendant. 

—  Représentons  graphiquement  le  mouvement  ascen- 
dant, en  prenant  pour  abscisse  la  vitesse  v  et  pour  or- 
donnée V espace  cy  ;  v  peut  varier  de  00   à  zéro. 

Le  projectile  part  du  point  A  où  i)  =  V^  et  monte 
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jusqu'au  sommet  S  où  l'altJlude  est  cY,.  Cette  allitude 
sera  toujours  finie. 

La  tangente  au  point  S  que 
détermine  l'équation  :  "^ 

cdy y 

sera  toujours  horizontale. 

Le  point  ii  de  la  conrbe,  en  pig.  27. 

amont  du  point  A,  qui  corres- 
pond à  la  vitesse  î;  =  ce  jouit  des  mêmes  propriétés 
que  le  point  Û  de  la  courbe  (y,  ex)  considéi'é  précédem- 
ment (53).  C'est  la  fonction  D(oo  )  qui  en  règle  les 
propriétés,  -''-  devenant   négligeable   devant  F(u).    Les 

formes  possibles  de  courbes   seront  celles  du  second 
tableau  du  n"  53  et  dépendront  de  l'exposant  final  »'. 

Toutes  les  courbes  A  [v,  ~\  qui  correspondent  à 
des^  valeurs  de— différentes,  peuvent  donc  ôtre  prises 
avec  une  même  origine  S. 

A  la  valeur  -^  =  o  correspond  la  courbe  D  [v)  ;  pour 

des  valeurs  de    -  croissant  jusqu'à  l'infini  [cas  du  vide) 

les  courbes  A  foimcnt  un  réseau  qui  recouvre  tout  le 

plan  enirc  la  courbe  D  et  l'axe  des  abscisses  et  qui 

.  représente    graphiquement    la    table    à    double    entrée 

[v,  — J  de  la  fonction  cy. 
Mais  lorsque  la  fonction  D(''),  pour  ii  ^  o,  prend 


r^ 
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une  valeur  infinie  [n  ^  2  (53)],  cette  circonstance  se  tra- 
duira sur  le  graphique  par  la  coïncidence  de  la  courbe 
D(î^)  et  de  Taxe  des  cy.  Si  on  voulait,  même  dans  ce 
cas,  avoir  une  table  unique  des  fonctions  D  et  A,  il  fau- 
drait (comme  au  n°  48)  prendre  pour  origine  une  valeur 
arbitraire  V  de  la  vitesse  à  partir  de  laquelle  on  évalue- 
rait les  intégrales,  définies  alors 
^y        yDfvj  par  le  symbole 


A  =  — 


vdo 


F(^)+^ 


Fig.  28. 


Le  graphique  de  la  table  A  à  dou- 
ble entrée  serait  alors  celui  qui  est 
représenté  sur  la  figure  ci-contre. 


Les  points  d'inflexion  des  courbes  (u,  cy)  sont  définis 
par  l'annulation  de  la  dérivée  seconde  : 


cd^y 


^Y'[v)  —  3.  —  Y{v) 


Y[v)  +  -f-   ' 


d'où  : 


vY'{v)  —  Y{v)=2- 


Si  F(i')  =  Bn?^",  on  aura  pour  la  vitesse  d'inflexion  : 


V 


n 


9 


11  —  I    cB, 


63.   Exercice.  —  Au  lieu  de  considérer  les  fonctions 


W  ■^' 


I 
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cy  =  A  et  c<  =  S,  on  pourrait  considérer  les  fonctions 

f          vdv  I  dv 

I      ^ et    gt  =  ^ 

Étudier  et  discuter  les  courbes  et  les  tables  à  double  entrée 
qui  leur  correspondent. 

I  2.  —  Mouvement  vertical  descendant 

64.  Mouvement  dans  le  vide.  —  On  prendra  la 
verticale  dirigée  de  haut  en  bas  pour  axe  positif  des  y, 
c'est-à-dire  dans  le  sens  du  mouvement  :  la  vitesse  ini- 
tiale est  Vq. 

L'équation  différentielle  étant  alors  : 

d'y  _ 
dt'  ~^' 

on  en  déduira  les  trois  équations  : 

Les  trois  variables  f,  u  et  j  croissent  sans  limite. 
En  fonction  de  yt^  s'exprime  par  la  formule  : 

,  _  —  Vq  +  y/VS  —  2>7y 

9 

65.  Mouvement  vertical  descendant  dans 
l'air.  —  Adoptant  la  même  convention  que  dans  le 
vide,  c'est-à-dire  *  comptant  les  y  positivement  vers  le 


-96  LES    CAS    LIMITES    DU    PROBLEME    BALISTIQUE 

bas,  dans  le  sens  du  mouvement,  Téquation  différen- 
tielle s'écrira  : 

^  =  -cF(.)  +  ,. 

Le  second  membre  est  formé  de  deux  termes,  Y  accé- 
lération de  la  pesanteur  ^,  qui  tend  à  augmenter  la 
vitesse,  et  la  résistance  de  lair  cF(u)  qui  tend  à  la  di- 
minuer. 

Intégrant,  comme  au  n°  60,  on  arrivera  aux  équa- 
tions : 

ct=zV  —  Z\\         cy=ty'—  Vv 
^n  posant  : 

dv  i  vdv 


Sv 


FW-f  Jv     F(.)-| 


V  étant  une  vitesse  arbitraire  quelconque. 

lions  permettraient  de  résoudre  les  problèmes  du  tir  ver- 
tical de  haut  en  bas.  Elles  seraient  calculées  avec  la 
fonction  F(v)  expérimentale. 

On  peut  encore  faire  l'intégration  sous  la  forme  : 


9^=-  I    -:;ïv;;^ ^^     9^  = 


66.  Théorème.  —  La  vitesse  v  acquise  par  le  pro- 
jectile tend  vers  une  limite  finie. 


^y 


i 
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En  effet,  si  v  tendait  vers  l'infini,  il  en  serait  de  même 
de  la  fonction  cF(v).  Il  arriverait  donc  un  moment  où 

on  aurait  cF(v)  >  ^r,  c'est-à-dire  que  —y-  serait  négatif; 

la  vitesse  v  décroîtrait  alors,  sa  dérivée  étant  négative  v 
Il  n'est  donc  pas  possible  que  v  tende  vers  l'infini,  à 
moins  naturellement  que  c  =  o  (cas  du  vide). 

67.  Discussion  du  mouvement  vertical  descen- 
dant. —  Trois  cas  sont  à  distinguer  :     ' 

Premier  cas.  —  La  vitesse  initiale  V^  est  telle  que 
Le  second  membre  de  l'équation 

sera  positif  à  l'origine  du  ^mouvement  et  la  vitesse  v 

croîtra  jusqu'à  ce  que  la  dérivée  --7--  s'annule,  ce  qui 

aura  lieu  lorsque  la  vitesse  sera  devenue  égale  à  une 
certaine  vitesse  v\ 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  vitesse  v  ne  devien- 
dra égale  à  v'  qu'au  bout  d'un  temps  infini  et  après  un 
parcours  infini.   Posons,  en   effet,  au  voisinage  de  la 
vitesse  maximum  v\  l'identité  v  =  v'  —  (y'  —  v)  : 
(v'  —  v)  est,  par  hypothèse,  une  petite  quantité. 

On  écrira  : 

d{v^  —  v) 


ct  = 


F[.'_  (.'_.)]_! 


^  BALISTIQUE. 

I 


*'  **  V 

-        «        w     .     ' 


H 
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^*  Le  point  v'  étant  un  point  quelconque  de  la  fonction 

F(u),  celle-ci  sera  développable  autour  de  ce  point  par 
la  formule  de  Taylor  ;  si  on  la  réduit  à  ses  deux  pre- 
miers termes,  F(i'')  disparaît  comme  égal  à  —  et  il  reste  : 

,._ I        r^  d(v'  -y)  __      I  v^  -  V. 

Quand  v  tend  vers  v',  le  second  membre  tend  vers  oc  ; 
t  devient  donc  infini.  Une  démonstration  tout  à  fait 
analogue  s'appliquerait  à  j. 

On  désigne  la  vitesse  v^  sous  le  nom  de  vitesse  ter- 
minale \  C'est  la  vitesse  qui  correspond  à  l'équilibre 
du  corps,  accéléré  d'une  part  par  son  poids,  retar,dé 
d'autre  part  par  la  résistance  de  l'air.  Elle  est  définie 
par  l'équation  cF(i'')  =  g. 

On  remarquera  que  ce  premier  cas  suppose  qu'on 
puisse  poser  cF(Vy)  <  g  et^que,  par  suite,  la  vitesse  V,, 
peut  être  choisie  assez  petite  pour  que  cette  inégalité 
soit  satisfaite. 

Deuxième  cas.  —  La  vitesse  initiale  V^  est  telle  que 

cF(V„)>5f. 

Dans  cette  hypothèse,  qui,  au  contraire  delà  première, 

dv 
est  toujours  réalisable,  -7— est  d'abord  négatif;  la  vitesse 

*  «  Un  corps  en  tombant  à  travers  l'air,  augmente  continuellement  sa 
«  vitesse  mais  toutefois  en  sorte  qu'il  n  en  peut  jamais  excéder  ni  même 
((  atteindre  un  certain  degré  ;  qui  est  la  vitesse  qu'il  faudrait  à  l'air  souf- 
«  fler  de  bas  en  haut  pour  tenir  le  corps  suspendu  sans  pouvoir  des- 
((  cendre  ;  car  alors  la  force  de  l'air  contre  ce  corps  égale  sa  pesanteur. 
«  J  appelle  cette  vitesse  pour  chaque  corps,  la  vitesse  terminale,  w  Discours 
de  la  cause  do  la  pesanteur  par  Huvghens,  cité  par  de  Saint-Robert,  tome  1, 
page  00.  ._, 


rf^ 


I   • 
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décroît.  Un  raisonnement  calqué  sur  le  précédent  fait 
voir  que  la  vitesse  continue  à  décroître  jusqu'à  ce  qu'elle 
atteigne  la  valeur  v'  de  la  vitesse  terminale  telle  que 
cY{v')  =  g.  Cette  valeur  n'est  d'ailleurs  atteinte  qu'au 
bout  d'un  temps  infini  et  pour  un  parcours  infini. 

La  vitesse  terminale  v'  peut  être  nulle  ;  cela  arrivera 
si  la  fonction  F(u)  renferme  un  terme  constant  a  indé- 
pendant de  la  vitesse  et  tel  que  ca  >  g.  Mais  dans  ce 
cas  ni  le  temps ^  ni  V espace  parcouru  ne  deviendront 
infinis. quand  le  projectile  s'arrêtera.  On  pourra  en  effet 
écrire  l'équation  du  mouvement  : 

_l.=  _(ca—  (/)  — c'|(i;), 

de  sorte  que  si  ca  >  g  on  se  trouve  dans  le  cas  des 
équations  du  mouvement  ascendant^  la  gravité  g  étant 
remplacée  par  ca- —  g. 

Le  projectile  s'arrêtera  donc,  la  résistance  de  frotte- 
ment du  milieu  étant  supérieure  au  poids .  Si  ce  projectile 
avait  été  lancé  de  bas  en  haut  on  aurait  eu  pour  équation  : 

^  =  _  (ca  +  jr)  —  c^{v)  ; 

arrivé  au  haut  de  sa  course,  il  ne  serait  pas  retombé 

(6.).- 

Troisième  cas,  —  La  vitesse  initiale  V^  est  telle  que 

Dans  ce  cas,  le  mouvement  descendant  est  rigoureu- 
sement uniforme  et  l'équation  — j-  ==  —  c¥(v)  -i-  g  se 
trouve  à  chaque  instant  satisfaite. 


j  j  ^      *  j  1 


lOO  LES    CAS    LIMITES    DU    PROBLEME    BALISTIQUE 


V%% 


68.  Courbes  (v,cy)  du  mouvement  descendant. 

—  Premier  cas.  —  La  vitesse  initiale  est  plus  petite  que  v' 
[cF(V,)<^].    _ 

Prenons  toujours  les  v  comme  abscisses  et  les  cy 

comme  ordonnées.  La  vitesse  i^ 
peut  varier  de  o  à  la  vitesse 
terminale  v' . 

Les  courbes  (y,cj)  ont  pour 
équation 

vdv 
cy  = 


Fig    29. 

qui  peut  s'écrire  encore 


cy=  — 


Flv)  —  ^ 


vdv 


F(î))  _  Y{v') 


La  tangente  au  point  v  ==  o  est  horizontale.  On  peut 
donc  prendre  dans  la  définition  de  la  fonction  V^i  l^i 
vitesse  arbitraire  V  égale  à  zéro  et  donner  le  même 
point  S  comme  origine  à  toutes  les  courbes  représenta- 
tives des  fonctions  V-  Chacune  de  celles-ci  est  distin- 
guée par  une  certaine  valeur  v'  et  elle  admet  pour 
asymptote  une  verticale  située  à  la  distance  v'  de  l'ori- 
gine. 

Ce  réseau  de  courbes  complète  le  réseau  de  la  pre- 
mière figure  du  n°  62.  Leur  réunion  permet  de  résoudre 
complètement  le  problème  du  mouvement  d'un  corps 
qu'on  lance  de  bas  en  haut  et  qui,  après  avoir  atteint 
le  point  culminant  S  retombe  de  haut  en  bas. 

Ainsi,  si  on  demandait  avec  quelle  vitesse  v,  un  corps 


••  • 


•  ••    a*«      •       • 

•  •••      •  • 


HOtVEHETiT    VËRTICVL    DVN-»    l>    MILIEl     RESISTAIT      loi 

lancé  avec  une  vile'.sp  inilnle  \,  tic  ba-.  en  haut  retom- 
berait au  même  poinl  on  tcnnit  I  ig-ïlilé  df?s  <leii\ 
fonctions  A  et  V  de  la  manière  ■■imante  ij"  ^  ç^. 

Cette  relation  associe  un  point  i  d  une  courbe  v'  des- 
cendante au  point  \    de  K  coiirbi   i  montante  ;  celle-ci 

peut  être  désignée  en  effet  pnr  4  (  t     in  heu  de  ilr,  — }  . 

On  peut  remarquer  que  les  fonctions  à  ou  v  considérées 
comme  fonctions  de  la  variable  i'  et  de  l'invariant  r', 
restent  les  mêmes  quand  on  permute  les  lettres  v  et  i''. 

Deuxième  cas.  -—  La  vitesse  initiale  est  phis  grande 

Ici  (hors  un  cas  particulier),  on  sera  obligé  de  prendre 
pour  limite  supérieure  de  l'intégrale  v  une  vitesse  arbi- 
traire V.   Mais  on  ne  pourra       ^ 
représenter  et  calculer  que  les 
fonctions  v  correspondant  à  des 
valeurs  de  o'  inférieures  A  V  : 
le  graphique  se  présentera  de 
ta  manière  ci-contre. 

La  fonction  D(ii)  correspon- 
dant à  y'  =  o  limitera  le  réseau 
de  ces  courbes  ç.  '■"'S  ^o- 

En  amont  du  point  V,  les 
courbes  v  ont  pour  les  vitesses  infinies  les'  mêmes  pifi- 
priétésquela  fonction  lifoo  ),  Les  propriétés  au  point  Lt' 
à  l'inrmi  des  couibcs  v  sont  donc  celles  des  courbes  A 
du  n"  6u  au  point  Ù,  et  des  courbes  D  du  n"  53. 

Si,  en  particulier,  on  suppose  que  le  point  11'  est  à  dis- 
tance finie,  il  sera  possible  de  rejxirter  au  point  u  =:  as 
au  lieu  de  y  =  V,  l'origino  commune  des  courbes  v  et 


Fig.  3i. 
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la  table  de  ces  fonctions  pourra  alors  renfermer  Tensemble 
complet  de  ces  courbes. 

69.  Résumé  du  mouvement  vertical  aseendant 
et  descendant.  —  D'après  ce  qui  précède,  «i  on  con- 
sidère le  mouvement  d'un 
projectile  déterminé  [v' 
donné) ,  il  pourra  être 
étudié  de  la  manière  sui- 
vante par  la  considération 
des  courbes  (d,  cy). 

La  branche  ÛS  corres- 
pond au  mouvement  as- 
cendant, La  vitesse  dimi- 
nue depuis  00  jusqu'à  o 
(point  S  culminant)  ;  le  mouvement  est  réglé  par  l'inté- 
grale AS. 

La  branche  SZ  correspond  au  mouvement  descendant 
pour  des  vitesses  \^  <v\  La  vitesse  peut  y  augmenter 
depuis  o  (point  culminant)  jusqu'à  v^.  Le  mouvement 
est  réglé  par  l'intégrale  Vo- 

La  branche  Ù'Z  correspond  au  mouvement  descendant 
pour  des  vitesses  V^  >  v'.  La  vitesse  diminue  depuis 
00  (point  Q')  jusqu'à  v'.  Le  mouvement  est  réglé  par 
l'intégrale  v2.  Les  positions  relatives  de  la  branche 
Ù'Z  et  de  la  branche  SZ  ne  sont  déterminables  que 
lorsque,  pour  1;  =  00  ,  le  point  ù'  est  à  distance  finie. 
La  dis  lance  SM  peut  alors  se  calculer  exactement. 

La  branche  SZ  peut  être  absente  et  la  branche  Q'Z 
avoir  du  côté  des  Z  une  étendue  finie  dans  le  cas  d'une 
résistance 

F(i.)==a  +  A(t,).,  . 


SI 


ca  >  g. 


•  •;  •*!  ••• 


•  « 


\'    .Jt' 


f> 


mou\t:ment  vertical  da^s  un  milieu  résistant     io3 

70.  Courbe  (v,  et).  —  On  la  discutera  d'une  ma- 
nière analogue  à  la  courbe  {i\  cy). 

La  courbe  (v,  et)  répond  à  l'équation  : 


d  =  — 


dv 


sur  la  branche  ascendante  QS  et  à  l'équation 

dv 


ct  =  — 


sur 


F(v)  —  J^ 
^        c 


les  deux  autres  branches  \  r,,^,    ^  t?         , 

(  L'il  ou  V^  >u' 

La  tangente  en  S  a  pour 

expression  (si  F(o)  =  o 

dt     _         I 

""7 


dv 


Les  tangentes  en  Q  et  Q' 
sont  réglées  par  les  propriétés 
de  la  fonction  S(  oc)  (55). 


Fig.  32. 


71 .  Exereices.  —  Étu- 
dier le  mouvement  descendant  en  considérant  les  fonctions 


gt  = 


et    9y  =  — 


vdv 


cF{v) 
9 


72.    Cas  d'une  résistance   proportionnelle   à 
une  puissance  de  la  vitesse.  —  Soit  F(i;)  =  BnV^  la 
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résistance  ;  posant  cBq  =  6^,  on  aura  les  équations  difl'é- 
renticllês  suivantes  : 


MOt;VEME:ST    ASCENDANT 


MOUVEMENT    DESCENDANT 


gt  =  - 


9y='  — 


gt  = 


gy 


Ces  équations  sont  intégrables  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  n,  à  condition  qu'on  puisse  résoudre  les  équa- 
tions binômes; 


9 


=  o. 


Soit   v'   la  vitesse  terminale,    telle   par  conséquent  que 

b  v'^  .  .  V 

— —  =  I .  En  introduisant  le  rapport  p  =  — -    dans  les 

g  ^  *         '  v' 

équations,  on  pourra  les  mettre  sous  la  forme  suivante  : 


9y___   p     9^9 


I  +p^ 


£=  p    ^p 


gy  ^    A      prfo 

^"     X    I— P^ 


Les  seconds  membres  sont  des  quantités  purement  numé- 
riques, dont  il  serait  aisé  de  calculer  une  fois  pour  toutes 
des  tables,  l'exposant  a  étant  donné.  On  voit  que  dans  ce 
cas  particulier,  ces  tables  sont  à  simple  entrée,  parce  que  le 
facteur  v'  sort  du  signe  f  où  il  ne  figure  plus  que  dans  le 
rapport  0  pris  comme  variable  indépendante. 


;     ^.'-i     r^- 
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73.  Hauteur  maximum  atteinte  par  un  projec- 
tile. —  Soient  T  et  Y  le  temps  et  la  hauteur  depuis  v  =  oc 
jusqu'à  v  =  o  dans  le  mouvement  ascendant  et  dans  le  cas" 
d'une  résistance  ¥(v)  =  Bn  v^. 

On  aura  : 


v"  Jo      I  +  p"  ■ 


Posons  p  =  z  n  ;  d'où 


I    i--i 


c?p  =  —  2:  n        dz 

Il  viendra  : 

i  2 

—  1 

dz 


I»  n  /»«  —  * 


Mais  on  peut  démontrer  que,  a  étant  une  constante  posi- 
tive et  plus  petite  que  i ,  on  a  : 


f'^Z^d.=     - 


'0      1+x  sin.OTT 

On  aura  donc  : 

nq  TT 

—7-  1  = lorsque  n  >  i 

sin  — 
n 

jj-  \  =1 lorsque  n  >  2 , 


V"'  .        'ITZ 

sin  — 
n 


Dans  le  cas  oh  n  ^  i ,  le  temps  et  dans  le  cas  o\i  n  ^  'i, 
Fespacc,  sont  infinis  (5i). 


t  « 
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74-  Cas  de  n=  1.  —  On  trouve  aisément  les  formules 
suivantes,  où 

V 


9  = 


t/ 


et 


bi  v'  =  g. 

Mouvement  descendant, 

-po 


Mouvement  ascendant, 
V  i+p 

De  ces  équations,  on  peut  déduire  les  relations  entre  j  et  <, 
qui  sont  les  suivantes  : 


1^  =  Log  — 

v'  I 0 

MZ.  =r  Oo 0-1-  Loff  — 


—  Po 

—  P 


V 


fl'^ 


et 


r  ==  —  v'<  +  (Vo  +  t/)  -  (  I  —  e   -' 

y  =  v't  +  (Vo^l/)-    (l— «    ^' 

Pour  le  sommet  de  la  trajectoire,  on  fera  p  =  o,  d'où  : 


T  — 

X  o     — 


Y«  = 


—  Log  ( 


1  + 


v 


0 


^  Log  (.  +1^) 
9  \         ^  / 


Exercices.  —  Discuter  les  courbes  (v,  ct\  (y,  cy),  fj,  /)  du 
mouvement. 

73.  Cas  de  n  =  2.  —  On  trouve  aisément  les  formules 
suivantes  où 


V 

p  =  —         et 


Mouvement  ascendant. 


<jt 


V 


-  =  arc  tg  Po  —  arc  tg  p 


oy 


V 


11 


=  -LLo 


O" 


'1 


h  A)'-  =  g. 

Mouvement  descendant. 

qt        1  j        14-01  —  Po 
-^  =—  Log  — !— i Ll 

v'         1  I  —  p    I  -f-  Po 

ai  _  i.  Log -LZiPi 


—  P' 


f 
1 
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Les  relations  entre  y  ei  t  sont  les  suivantes  : 

-^  =  ^  Log  (ï  +  pî)  cos-  ^arc  tg  po  —  ^j 

9  (       y  \  9  f        y  \ 

2=(i  +po)^'*^'~~>'  +  (i  -  po)"^^'"*""^>'.' 


Pour  le  sommet  de  la  trajectoire,  en  faisant  p  =  o  on  a  : 

1«  =  —  arc  is  — 


Y«  = 


V 


"  ty 


/2 


•^5^ 


Log 


Vo^  +  u'^ 


i> 


/2 


Exercices.  —  i°  Discuter  les  courbes  (v,  et),  (v,  cj),  (y,  0 
du  mouvement. 

'2°  Démontrer  les  formules. 


v'  sin  ^ 


V  =:=  v' 


V 


/ 


—  Vq  cos  ^ 


Vo  sin  ^ — |-  v'  cos  -^ 

J=— —  Log  —  sm  ^  +  cos  ^ 
g  \u         V  V  J 


IL 

Vf 


JL 

Vf 


V  =  V 


IL 

Vf 


+  e 


JL 

Vf 


V 


11 


J=  — Log 


evf-\-e     Vf 


2 


76.  Exercices.  —  i.  Démontrer  que  dans  le  cas  d'une 
résistance  quadratique,  l'espace  parcouru  pendant  le  mou- 
vement ascendant  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 


cos  (&— -^)  ^- 

=  Log ^ —         avec  tg  p  = 


cos  'fi 


'2.  Soient  a  l'espace  parcouru  depuis  le  temps  t^  —  6  jus- 
qu'au temps  il  et  b  l'espace  parcouru  depuis  le  temps  ti 
jusqu'au  temps  /i  -(-  6,  par  un  point  pesant  qui  se  meut 
verticalement  dans  l'air  et  est  soumis  à  une  résistance  qua- 
dratique. 


Up  ^  1  I  «p X 

4.  Formules  du  mouvement  descendant  et  du  mouvement 
ascendant  dans  le  cas  d'une  résistance  cubique. 

(de  Saint-Germain.) 

f>.  Mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel  pesant  mo- 
bile avec  frottement  sur  un  plan  incliné  dans  un  milieu 
résistant. 

6.  Temps  et  espace  pour  arriver  au  point  le  plus  haut  (de 
Vo  =  00   à  V  =  o)  pour  une  fonction 

F{v)  =  av%i  +  bv)  ==  Av2  _|_  g^n^ 

Rép, 


9 


^(3^4  AQ^)T=Log^+^i^^^^^  (^  +  arcsln^\f-^^, 
Q^  ^        ^  ^  ^  BQ»      v/(7(3^  +  4AQ^)  V^  '^^  BQ^ 

^,(3^+AQ^)Y=Log:gQl+  ^         '^  -  fi^+arcsin^V/^). 

où  la  valeur  de  Q  se  déduit  de  l'équation  du  3"^  degré 

BQ3  -_  AQ  —  ^  =  o     (de  Saint-Robert.) 
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Démontrer  que  la  somme  . 

Qb  ga  1 

est  égale  à  une  valeur  constante  quel  que  soit  t^  et  quel  que 
soit  le  sens  du  mouvement  (M.  d'Ocagne.) 

3.  Un  point  pesant,  sans  vitesse  initiale,  tombe  dans  l'air 
d'une  hauteur  h  sur  un  plan  horizontal  qui  le  fait  rebondir 
avec  sa  vitesse  d'incidence  ;  on  demande  à  quelle  hauteur 
ij  s'élèvera  après  le  n^  bond,  la  résistance  de  l'air  étant  qua- 
dratique ?  (M.  Walton.)^ 

Soit  /ip  la  hauteur  à  laquelle  il  s'élève   après  le  n^  bond. 

Si  l'on  pose  e~ôï^  ==.  Up,  on  trouve  la  loi  de  récurrence  : 

— +1 


Vil 


*:• 


MOUA*EMENT    VERTICAL    DANS    UX    MILIEU    RESISTANT       109 

7 .  Même  problème  pour  une  fonction  F(v)  =  \e^^  et  pour 
le  temps  T. 


On  trouve  : 


T=/* 


dv 


mgT  =  Log  ^i  +  |-j  . 

(de  Saint -Robert.) 

I  3.  —  Développements  en  séries 

77.  Développements  en  séries  de  Mac-Laurin. 
—  Dans  le  problème  du  mouvement  vertical  figurent  trois 
variables,  la  vitesse  v,  l espace  parcouru  j,  le  temps  t. 

Gomme  au  n®  5 7,  on  peut  prendre  pour  argument  du  déve- 
loppement en  série  une  quelconque  de  ces  variables  et  les 
associant,  obtenir  ainsi  6  formules  pour  le  mouvement  ascen- 
dant et  6  formules  pour  le  mouvement  descendant. 

Les  calculs  sont  développés  ci-dessous  dans  le  cas  du  mou- 
vement ascendant  pour  les  deux  variables  y  ci  t  dont  on 
obtiendra  d^abord  les  dérivées  successives. 

^  =  o(cF  +  <7)F' 

^  =  -c{cV  +  g)  [cF«  +  F"  (cF + g)] 
dt  _  I  .   dH_  _  cV  +  g 

'  1  dH  cF  -4-  o 

dH        cF 


df" 

BALISTIQUE. 


,    r+  c^t-^F'^  n 

:p.\  +cv{cF  +  g)ivF"-ioV') 


I 


'm 


IIO  LES    CAS    LIMITES    DU    PROBLEME    BALISTIQUE 

On  aura  ainsi  les  deux  séries  suivantes  : 
.  )    y=\,t-  (cF„  +  g)J-+  (cF,  +  g)  cFi  ^ 

-  (cF,+3)[cF"  (cF,  +  g)  +  c-^F;^]  7-^+- 


L+i5(cF„+jj^ 


r* 


Si  on  y  fait  g  =0,  on  retrouve  les  formules  qui  don- 
nent X  et  i  dans  le  cas  du  mouvement  rectiligne  horizon- 

**  Pour  c  =  o,  la  première  donne      y  =  Vq/ ;-  gt-  (cas 

du  vide)  et  la  seconde 

/_  y      I     ^     ^'     I    ^^'    y'       I    '^^'      y'         I 
Vo  "^  V?  i.'2  "^  Vg  i.-2.;i"^    VJ     i.-2.3.4"^"* 


série  qui  n'est  autre  que  le  développement  de  la  formule 
du  vide  (59)  : 


Vo  —  v/VS  —  igy 


0 

**''Poiu^  le  mouvement  descendant,  il  suffira  dans  les  for- 
mules ci-dessus  de  changer  g  en  —  g.] 

Les  quatre  autres  développements  en  série  sont  les  sui- 
vants : 

rP     +«V„rcF,  +  5)(V<,Fi'-/.Fi)     7^+- 


i 


•  I     19 


\ 
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/.) 


Vo 


„-  (Vo  -  V) 


(cF„+g)-cV,F^  (V,-t,)^ 


rcFo  +  g)  (cVoF;'  +  ■xe¥„)  —  ■iéY,F'„-   ( V„  —  vf 


(cVo  +  gf 


I  .  '2 .  ^ 


1- 


t- 


5)    t.  =  V,  -  (cF„  +  g)t  +  (cF.  +  g)  c¥,  — 


/3 


-  (cFo  +  g)  [cF;'(cFo  +  ^)  +  cTi^]  -^-^  +... 
Vo— i^    .  cF;         (Vo— i^? 


^)     '-  cFo+^+CcFo  +  s^r 

cF;'(cFo  +  ^)  —  ic'Y'^   (Vo  —  î;)« 


W  +  gf 


l'i^ 


+' 


Mouvement  ascendant    </  a  le  signe  + 
—         descendant  g  — 

Pour  ^  =  o,  on  retrouve  les  formules  du  n°  58. 
Pour  c  =  o,  on  a  les  formules  du  vide. 

78.  Cas  de  F(v)  =  BnV".  —  Les  formules  4)  et  6) 
deviennent  dans  ce  cas  : 


V     ^» 

J'=Vo 


"+     • 


M'S+^      i-*^ 


(«-.i)6„V3  — 5f 


V,. 


V 


J  VM"o"  +  3- 


+  r-nj  "«'nVS  -  ' 


I.'. 


•2.3 


(ft  — i)6„V„"— (n+i)sr 


Vn 


V 


^»-"-+  — n6„Vi;-' 


+ 


"tnV;  +  ?    ■••^ 


'n  »  0 


>fcaVJ  -h  g 


î        4 nfc  V-^ 


(n+  i)6„V;  — (n— 1)3 


y, -y  \ 


3 


79.  Développement  en  séries  de  fonctions.  — 

Les  développements  en  séries  de  Mac-Laurin  qui  viennent 
d'être  donnés  sont  tout  à  fait  généraux,  mais  ils  supposent 
pour  être  applicables  qu'on  ne  s'éloigne  que  très  peu  du 
point  origine  du  développement.  On  peut  donner,  pour  le 


t. 


f. 


lia  LES    CAS    LIMITES    DU    PROBLEME    BALISTIQUE 

mouvement  vertical  dans  l'air,  deux  autres  séries  qui  com- 
prennent dans  leurs  termes,  au  lieu  des  dérivées  successives 
de  la  fonction  de  résistance,  des  intégrales  qui  embrassent 
une  région  beaucoup  plus  étendue  de  la  fonction  ¥(v)  et 
qui  constituent  des  approximations  successives  du  mouve- 
ment, d'autant  plus  voisines  de  la  valeur  exacte  que  le 
nombre  d'intégrales  sera  plus  considérable. 

Ces  formules  sont  déduites  de  la  comparaison  de  l'ordre 
de  grandeur  relatif  des  deux  forces  en  présence,  la  gravité  g 

et  la  résistance  de  l'air  cF(v)  :   i°  lorsque  le  rapport    ^ 
sera  plus  petit  que  l'unité,  on  pourra  chercher  un  développe- 
ment suivant  les  puissances  de —  ,  inverse  du  coefficient  ba- 

cV(v) 
listique  ;  'i^  lorsque  le  rapport  sera  plus  petit  que 

l'unité,  on  pourra  au  contraire  chercher  un  développement 
suivant  les  puissances  de  c,  coefficient  balistique. 

Ces  deux  développements  s'excluent  mutuellement  au 
même  point,  l'un  étant  convergenf  et  l'autre  divergent. 

80.  Premier  cas.  Développement  suivant  les 


1 


9 


puissances  de  —    -^p.  <  ^ 

On  écrira,  pour  le  mouvement  ascendant  : 

dv  I 


i<> 


cdt== 


nv)  1+  ^ 


cF{v) 

Développant   par    la    formule   du    binôme   la    fraction 

<  I, 


en  une  série  convergente,  puisque    p.  . 

'  ^  c¥(v) 
il  viendra  : 


cdt  =  -      ^"^ 


2 


*+f*v -..(-.)•(*)•] 


¥{y)  __  c¥    '    \c¥ 


i 
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De  même,  pour  j,  on  aura  : 


Posons  comme  définition  de  deux  intégrales  : 
Il  Viendra  : 


ment  |  c  Vc/  \cj 

rnt.>y==D-.-fi^-^+(f)^i>-3+-(-K?)^i>-<p-)+- 

ii°  Pour  le  mouvement  descendant  on  écrit  : 

'^'=-Fi^^=-4['+*+(*)'+-+(*)": 

'      cF 
On  voit  ainsi  qu'il  suffira  de  changer  ^  en  —  ^  et  on  aura  : 

Mouve-(c<==S_,+  2.S_,+  f^Vs_3+.-    +  f-^V  S-,p  + i,. 
ment  )  c  \g I  \cj 

'danT(«/=D-.+f  !>-+(!) ^«^-3+-    +(f)^'^-P  M.- 
On  remarquera  que 


S  étant  la  fonction  balistique  rencontrée  dans  le  mouve- 
ment rectiligne  horizontal  (48). 

De  même  on  a  D_i  =  D(v)  —  D(Vo). 

Les  premiers  termes  du  développement  sont  donc  ceux  du 
mouvement  rectiligne  horizontal  ;  les  termes  suivants  qui 
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renferment  g,  introduisent  de  plus  en  plus  l'influence  de 
la  gravité. 

Le  mouvement  descendant  qui  est  représente  par  les  déve- 
loppements ci- dessus  est  celui  qui  a  lieu  suivant  la  branche 

cF(i') 
iVZ  de  la  courbe  (v,  cy)  du  n°  69,  puisque >  i  et  par 

suite  V  >  v'. 

Dans  ce  cas,  on  sait  que  la  vitesse  décroît  toujours  jusqu'à 
la  vitesse  terminale  v'. 

9 

81.  Exemple.  Cas  de  F(v)  =  BnV".  —  Posons  : 
cBji  =  6n.  On  a  : 

ç, !_  T"  ^  —  '      I     r   I 1    1 

"'''  "~        Bp A    "^  ~"  Bp  np—i  ^v^P-^  ~"  VyP-^J 

p^      1    r^    dv  I        I       r     I  I      "I 

"^  '^"'Bp'jvo  v^p-i"^  Bj  np  — -2  L^^P-*  ""  VS^P-^J 

Les  formules  deviennent  alors  : 

Le  signe  —  doit  être  pris  pour  le  mouvement  ascendant. 
Le  signe  +  doit  être  pris  pour  le  mouvement  descendant. 

82.  Deuxième  cas.  Développement  suivant  les 
puissances  de  c    — —^  <  i 

L   9 


y^ 
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1°  Pour  le  mouvement  ascendant,  on  écrira  : 

gdt  = 


dv 


^  + 


F 


9 


Développant  par  la  formule  du  binôme  la  fraction ^ 

iH 

on  une  série  convergente,  puisque —  <  i,  il  viendra  : 


gdt  ==  —  dv 


9 


f)"+-<-"(7"'' 


De  même  pour  y,  on  aura  : 


gdy  =  —  vdv 


Y 


+ 


icYV 


...  +  (-iyi 


^FN'i" 


9   ■   \g  /       -  '     '   \9 

Posons  comme  définitions  de  deux  intégrales 

jF^dv 


-r 


F^dv 


et 


""^^-f? 


Il  viendra  : 


Mouve  / 


c  .  P. 


^,_s,— ^s,+  T   S2+-    (-OM-Pp 


ment   y  "       9    '  '    \9 

ascen-  i  _         c  _     .    /'  c 


dant.   [9y  =  ^o 


,D.+  (-)D.+. 


9 


•2°  Pour  le  mouvement  descendant,  on  écrira 


1 

d'où  : 
Mouve- 


cF 


=^  dv 


-f+(f)+ 


+(f'- 


ment 
descen- 


gi 


S,_...  (_,)p(-)"s 
dant.   (,y=-Do--D._(-)D.-...  (-x)p(-J   D, 


g 
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On  remarquera  que 

So  =  —  I  "(iv=Vo— V     et    Do  =  — rvdv=^(Vl^v^) 

Les  premiers  termes  des  formules  sont  ainsi  les  termes 
du  vidfi.  Les  termes  qui  suivent  introduisent  la  résistance 
de  Tair. 

Ces  développements  sont  valables  de  part  et  d'autre  du 
point  S  pour  les  régions  de  la  courbe  (v,  cy)  du  n°  69  situées 
en  aval  du  point  de  la  branche  ascendante  où  la  vitesse  v'  est 
telle  que  c¥[v')  =  g» 

83.  Problèmes  sur  le  mouvement  dans  le  voi- 
sinage du  point  culminant.  —  i^  On  lance  un  corps  de 
bas  en  haut  avec  une  vitesse  très  faible  Vq  ;  quelle  sera  la  perte 
de  vitesse  quil  aura  subie  en  retombant  à  la  même  altitude  y. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  immédiatement 

OU,  en  première  approximation  : 

-^  m-r^)=^^  j £vF(v)dv. 
c*est-à-dire  : 

ou  encore  : 

f  =  Vo+4--^D,(«,V,) 
^0   y 

Exercice.  —  a)  Retrouver  cette  formule  au  moyen  du 
développement  donné  ci-dessus  (S-z). 

b)  Chercher  le  second  terme  dont  le  coefficient  est  — . 
îi°  Un  corps  tombe  sans  vitesse  ;  il  arrive  à  un  plan  situé  à 
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une  hauteur  h  au-dessous  de  son  point  de  départ  au  bout  d'un 
temps  t.  Quel  est  le  retard  p  =  Ô  —  t  quil  a  subi  du  fait  de 
la  résistance  de  Vair  ? 

Si  V  est  la  vitesse  du  projectile  dans  Tair  à  l'arrivée  au 
plan  h  au  bout  du  temps  t;  si  Vq  est  la  vitesse  du  projectile 
dans  le  vide  à  l'arrivée  au  plan  h,  au  bout  du  temps  6,  on 
a,  d'après  le  théorème  précèdent  : 


V 


On  a  d'ailleurs 

g^  —  vo 
Donc  : 


I     c 

Vq-] Di(o,Vo)- 


et         gt^zv—---  Si(o,î;o) 


g(^  —  0  ==  ^0  —  V  +.'-  Si(o,i;o) 


c'est-à-dire 


^  9    9 


I     c  f  Di 


84.  Cas  de  F(v)  =  BnV*.  —  On  a  pour  les  dévelop- 
pements du  n^  82  : 

Sp  =  — Bj    /    t;°Pc/u=BS ^i (V;P  +  i— u^P  +  n 

^  J\o  ""  /ip  -f-  I  ^    "  ^ 

Dp.=  —  BS    /     v'^^  +  'dv  =  Bj;  \ (V°P-^2  __  ynp  +  2\ 

Posant  cBû  =  6n,  on  aura  donc  : 

'6  \  2      I 

•■•(-•)My)'';;^(VS''--V"p-) 
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/6«\ 2  I 

Le  signe  -|-  doit  être  pris  pour  le  mouvement  ascendant. 
Le  signe  —  doit  être  pris  pour  le  mouvement  descendant. 

Le  premier  problème  traité  ci-dessus  (83)  donnera  dans 

le  cas  de  F(v)  =  B^  u^ 

t,  =  v„  — •^-^^— vs+«, 

g    n  -f-  •!     ^ 
Le  second  donnera  pour  valeur  du  retard 


I  ,ba  V 


n  +  l 
0 


^       9   9    {^+  OC^H-'-*) 
ou  encore,  puisque  ^9  =  Vq, 

85.  Mouvement  au  voisinage  de  la  vitesse 
terminale.  —  Supposons  que  le  projectile  soit  ^arrivé  à 
posséder,  dans  son  mouvement  descendant,  une  vitesse  v  peu 
différente  en  moins  ou  en  plus  (Gij)  de  la  vitesse  terminale  v' 
et  cherchons  la  forme  simple  que  prennent  les  équations 
du  mouvement  quand  on  admet  cette  hypothèse. 

Posons  donc  identiquement 

V  =v'  —  (v'  —  v) 

(v'  —  V)  sera,  par  hypothèse,  une  petite  quantité  relative- 
ment à  laquelle  nous  effectuerons  les  développements  en 
série  des  deux  formules  du  mouvement  descendant  : 

dv  vdv 

gdt  = et         gdy  = 


—  ¥(v)  1  —  —  F(v) 

9  9 
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On  écrira,  pour  la  première 

dv'  —  V) 


9 


dt=  — 


i  —  —  F'r'  —  (v  —  l'V 
d  v'  —  v) 


9  9  9       ^  '^ 

et  comme        —  F(i''J  =  i  par  hypothèse,  il  viendra 


V  l»  V 

I 


-l'F 


d{v' — v)        I  F"  ,    ,       . 

— ; -rr  dy—  V) 

V  —  i'  '1    r 


d*où  en  intégrant,  avec  l'hypothèse  v  =  Vo  pour  /  =  o, 

cF/  =  Log  ''',"'"^'  +  — li(t,-V,)  +  ... 
^    v'  —  i'  '1    h    ^  ' 

\^ espace  s'intégrera  d'une  manière  tout  à  fait  analogue 
et  donnera  l'équation  : 

cFV  =^  i^  Log  -^^—f-  +  (-p^  _  , j  iy  -  V,)  +... 

Enfin  l'élimination  de  l' entre  les  deux  équations  ci-dessus 
donnera  une  relation  entre  y  et  t  qui  est  la  suivante  : 


y  =  \ot  +  (v'  —  Vo)/ 


i—e-^'' 


cV 


+  ... 


Tels  sont  les  deux  premiers  termes  du  développement 
en  série  dans  le  voisinage  de  la  vitesse  terminale  v'. 
La  dernière  équation  qui  peut  s'écrire  : 


lao 
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montre  que  le  mouvement  est  presque  uniforme  et  qu'il 

y  tend,  quand  t  augmente,  avec  une 
allure  exponentielle. 

Si  on  construit  la  courbe  fj,/)  à  partir 
de  l'origine  M  où  la  vitesse  est  Vq,  la 
courbe  MZ  admettra  comme  asymptote 
une  droite  ayant  la  direction  v'  et  telle 

que  MA  =  — ~  . 

On  pourrait  dans  le  voisinage  de  u' 
partir  d'une  vitesse  Vq  >  v'.  La  courbe 
correspondante    sera    MZ'    avec    une 

y     y' 

asymptote  en  A'  telle  que  MA'  =  -^^ — — . 

La  courbe  (u,  cy)  qui  a  été  considérée 
précédemment  (69)  tend  asymptotique- 
ment  vers  v'  par  une  allure  exponentielle, 
car  réduite  à  son  premier  terme  l'équation 
de  cette  courbe  est  : 


Fig.  33 


V  =  v'  —  (v'  —  Vo)  e 


Vf 


Fig.  34. 


w 

"X 


LIVRE  II 

LES  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES 
DES  TRAJECTOIRES  ATMOSPHÉRIQUES 


CHAPITRE   IV 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU   MOUVEMENT 

I   I.  —  Etablissement  des  équations 

86.  Première  forme.  Deux  équations  du  second 
ordre.  —  On  sait  (6)  que  dans  le  problème  balistique 
principal^  on  se  propose  d'étudier  le  niouvenient  d'un 
point  matériel  de  masse  m  soumis  à  Taclion  de  deux 
forces  :  la  pesanteur  dirigée  de  haut  en  bas  et  la  résis- 
tance du  milieu  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajec- 
toire du  point  et  en  sens  inverse  de 
la  vitesse. 

Soient  les  axes  Ox  horizontal,  Oy 


vertical.  M  est  la  position  du  mobile       I 


au  temps  /,  R  est  la  résistance  de  Tair, 

force  exprimée  en  kilos  comme  le  poids  Fig.  j:». 

p  du  projectile  (loj,  t  est  Tinclinaison 

de  la  tangente  MT  sur  l'horizontale  MM'.  C'est  aussi 

l'angle  que  fait  avec  l'horizontale  la  résistance  R,  qu'on 

suppose  tangentielle  (5). 
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En  projetant  successivement  sur  les  deux  axes  Ox 
et  Oy,  on  écrira  : 

sur  l'axe  des  x  :         m     ,  ,  =  —  R  cos  t 

dr 

sur  Taxe  des  y  :  m  ——=  — p  —  R  siuT. 

Divisons  les  deux  membres  de  chaque  équation  par 

m  ;  la  quantité  —  représente  l'accélération  I  due  à  la 

résistance  de  Tair  (lo).  Cette  accélération  ne  dépend, 

par  hypothèse,  pour  un  projectile  donné,  que  de  la 

vitesse  v  de  translation  :  elle  a  pour  expression  I  = 

c¥(y)^  formule  où  c  représente  le  coefficient  balistique 

.    a^l        ^ 
c  =^  iÙL  —     et  Y(v)  une  fonction  dont  on  connaît  au 

moins  une  table  numérique  (ii). 

On  aura  donc  pour  définir  le  mouvement  principal, 
les  deux  équations  du  second  ordre  suivantes  : 

ux  d'y 

-^  =  —  cY{v)  cos  T,  ^  =  —  g  —  cY{v)  sin  t. 

87.  Deuxième  forme.  Quatre  équations  du  pre- 
mier ordre.  —  Les  deux  équations  du  deuxième  ordre 
ci-dessus  sont  équivalentes  à  quatre  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  qu'on  obtiendra  très  aisément 
on  remarquant  que 

dx  dy 

— -_  =  V  cos  T,  — r-  =  u  sm  T 

dt  '  dt 

On  aura  alors  : 

-^^ — j- — —  =  —  cF(i')  cos  T 


*  ' 


ÉQUATIONS    DIFFÉRE:XTIELLES    du    MOUVEME^îT  123 

Les  quatre  équatians  qui  viennent  d'être  écrites 
peuvent  être  développées  et  combinées  de  plusieurs 
façons.  1 

Ainsi  développons  les  -^  dans  les  deux  dernières  ; 
il  Vient  : 

{ I  )       cos  T  -7 V  sin  T  -7^  ==  —  cP{y)  cos  t  ^^ 

(2)       siuT -^ — |-ucosT-7^  =  — g — cF(v)sinT. 

Multiplions  (i)  par  siuT  et  (2)  par  cost  et  retran- 
chons (i)  de  {2)  ;  il  viendra  : 

(3)  __  =  _^COST. 

Multiplions  (i)  par  cost  et  (2)  par  siuT  et  ajoutons; 
il  viendra  : 

(4)  -^  =  — 5fsinT— cF(y). 

Par  Télimination  de  dt^  les  équations  (3)  et  (4)  com- 
binées donnent  : 

^   ^  a-  9 

Pour  discuter  et  résoudre  le  problème  balistique,  on 
pourra  d'ailleurs  choisir  telle  ou  telle  combinaison  de 
ces  équations  qu'on  voudra  et  nous  aurons  plus  loin 
l'occasion  d'en  utiliser  quelques-unes. 
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88.  Système  des  quatre  équations  usuelles.  — 

Nous  choisirons  généralement  pour  tout  le  développe- 
ment de  la  théorie  du  problème  balistique  principal  les 
équations  (3)  et  (5)  que  nous  joindrons  aux  équations 
de  définition  de  v  cos  t  et  de  y  sin  t,  mais  après  y  avoir 
remplacé  la  variable  dt  par  la  variable  c/t,  au  moyen  de 
l'équation  (3). 

On  obtient  ainsi  le  système  des  quatre  équations  sui- 
vantes : 

'  ^^ — r-^  =-vF!v)  qui  relie  V inclinaison': k  la  vitesseu 

dt  = —      le  temps  /  à  v  et  à  t 

^  ,  a  cosT 

dx  = di  —      V abscisse  x  à  i'  et  à  t 

dy  = tgT  rfr      —      V ordonnée  j  à  d  et  à  t. 

On  introduit  souvent  aussi  la  variable  w,  vitesse  hori- 
zontale définie  par  la  relation  ii  =  v  cos  t. 

De  plus,  pom*  abréger  les  notations,  on  convient  de 
remplacer  F(v)  par  la  notation  plus  simple  F. 

On  obtient  alors  le  système  suivant,  analogue  à  celui 
du  vide  (i6)  : 

/  du         c     ^^  ,  u^      d'z 

i  -y-  =  —  vr  ;  ax  = 5—  : 

rr  )  d^         g  g    cos'^T 

)  ,  u      d'z  j  11^  d'z 

dt  =  ~ 5-  ;  dy  = tgT 5—. 

\  g   cos^T  ^  g  cos-T 

On  remarquera  en  plus  Texpression  qui  donne  l'arc 

ds  =  \/dx'  -f  dy' 

,,   ,            ,               v^      dz                 u^      dz 
d  ou  ds  = = 


g    cosT  g    cos'^T 


•ï 


«^  ¥'ii-  - 
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89.  Équations  intrinsèques.  —  Soit  comme  au   . 
n*  20,  les  forces  projetées  d'une  part  sur  la  tangente  MT, 
d'autre  part  sur  la  normale  MN  à  la  tra- 
jectoire au  point  M  ;  r  est  le  rayon  de  T 
courbure  en  M.                                                      J*f^i_ 

On  aura  sur  la  tangente  c// 

dv  . 

-Jl  =  — S^sinT  — cF, 

î;'-  Fig.  36. 

et  sur  la  normale        —  =  —  a  cost. 

r  *^ 

La    première    est    la    relation    (4)     déjà     trouvée. 
La  seconde  peut  se  déduire  de  l'équation  (3)    . 

— Î--  =  —  (J  cos  T  de  la  manière  suivante  :  soient 

dt  "^ 

M  et  M'  deux  points   très  voisins  ;   les  normales  en 

ces    points    se    coupent   en    I.    Comme 


"^         MM'  =  MWt,  MM'  ==  vdt  et  MI  =  r,  il 
vient  vdt  =  rd-:. 


^^^  L  équation   —j-  =  —  g  cos  t  pourra 

^7     donc  s'écrire  : 


Fig.  37.  v^ 

—  =  —  a  cos  T 
r  *^ 

ce  qui  est  l'équation  intrinsèque  sur  la  normale. 

On  remarquera  que  cette  équation  est  indépendante 
de  la  résistance  de  l'air.  En  projetant  sur  l'axe  des  x  on 
obtient  une  équation  qui  est  indépendante  de  la  seconde 
force,  la  gravité  ;  c'est  comme  on  sait  (87)  l'équation 

d(v  cos  t)  t^ 

_j^ — ^-_  —  cr  COST. 

dt 
90.  De  l'hodographe .  —  Parmi  toutes  les  com- 
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blnaisons  possibles  des  équations  différenlielles  du  pre- 
mier ordre  du  problème  balistique,  la  première  des 
quatre  équations  du  n°  88,  savoir  : 


d  (v  cos  t)  c     ^ ,  . 

— ^ — = =  —  vb  (v) 

d-  9 

possède  seule  l'importante  propriété  de  n'être  fonction 

que  de  deux  variables,  la  vitesse  v  et  l'inclinaison  t.  Son 

intérêt  particulier  résulte  du  théorème  suivant  : 

, , .     ,        .       ,    „ ,         .      div  cos  t)         c     T-.  /  \ 

L  intégration  de  l  équation    ^    , -== —  vr  [v)  per- 

met  de  ramener  immédiatement  aux  quadratures  la  solu- 
tion complète  du  problème  balistique. 

Supposons  en  effet  qu'on  sache  intégrer  cette  équation 
et  exprimer  par  suite  v  en  fonction  de  t,  sous  la  forme 
V  =  ^(t)  ;  on  substituera  cette  valeur  de  v  dans  les 
trois  autres  équations  du  mouvement  (88)  qui  prendront 
la  forme 

dt=^  —  Wi-z)  —  ;         dx^—  —  WWfd-z  ; 
(j      ^  ^  cosT  g      \ 

La  question  est  ramenée  à  de  simples  quadratures  ; 
la  solution  au  moins  théorique  du  problème  balistique 
est  complète  et  tous  les  éléments  se  trouvent  exprimés 
en  fonction  de  l'inclinaison  t. 

La  recherche  de  l'intégrale  de  l'équation 

d(v  cos  t)         c     ^ ,  . 

— ^ — ï =  —  l'r  (v) 

d-z  S' 

apparaît  donc  comme  le  premier  pas  vers  la  solution 
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du  problème  balistique  ;  cette  opération  effectuée,  il 
restera,  il  est  vrai,  à  surmonter  encore  de  notables  diffi- 
cultés analytiques,  soit  pour  tirer  v  ou  t  de  l'intégrale 
en  vue  de  porter  leurs  valeurs  dans  les  autres  équa- 
tions différentielles,  soit  pour  intégrer  ces  dernières. 
L'équation  différentielle 

d'V  cos  t)         c     ,^,  . 

— ^ — -, =  —  vt  (v) 

(k  9       ^  ' 

est  désignée  en  Balistique  sous  le  nom  d  équation  diffé- 
rentielle de  rhodographe. 

Remarque.  —  On  peut  introduire  dans  cette  équation 
le  rayon  de  courbure  r  au   lieu  de  v,   puisqu'on  a  (89) 

V  =  ^/ —  gr  cos  T.  On  trouve,  avec  les  deux  variables  r  et  t, 
l'équation  dilîércntielle 

"5^  ""  fj  cos  z  t^^  ''''  ''  +  ^^'^^  (v/— (/rcosT)]. 

91.  Génération  de  Thodographe.  —  On  appelle 
en  général  hodographe  ou  courbe  que  décrit  la  vitesse 
une  courbe  engendrée  comme  il  suit  : 
par  le  point  fixe  0,  on  mène  à  chaque 
instant  un  vecteur  011  parallèle  à  la 
^  tangente  à  la  trajectoire,  c'est-à-dire 
faisant  un  angle  t  avec  une  droite 
horizontale  Ox  ;  on  prend  sur  le  vecteur  une  lon- 
gueur on  proportionnelle  à  la  vitesse  du  point  matériel 
sur  la  trajectoire  ;  le  point  H  décrit  ainsi  une  courbe 
polaire  PQ  qui  est  Vhodographe, 

Il   s'agit  de  démontrer  que,   dans   le   cas   du   pro- 
blème balistique,  l'hodographe  qui  vient  d'être  défini 


1^8       PROPRIÉTÉS    DES    TRAJECTOIRES    ATMOSPHÉRIQUES 

admet  bien   pour  .équation   différentielle,   la   relation 

div  COSt)  C      T^r  \ 

di  g       ^ 

Soient  deux  rayons  vecteurs  OH  et  OK  infiniment 
voisins,  de  longueurs  v  et  u  +  c?u  et  faisant  avec  l'axe  Ox 

des  angles  t  et  t  —  d-z. 

Le  segment  HK  de  Thodographe 
représente  donc  en  grandeur  et  en 
direction  l'accroissement  de  la   vi- 
-a;     tesse    V    du    projectile    pendant    le 
^      F'    3^    '  temps  dt.    Si   G  est   l'accélération 

totale   du  mobile,    c'est-à-dire  une 

quantité  telle  que  G  =  -j-  ,  on  aura  HK  ==  Gdt, 

Mais  on  sait  que  l'accélération  totale  G  qui  agit  sur  le 
projectile  est  la  résultante  :  i^  delà  gravité  g  qui  agit  sui- 
vant la  verticale  ;  2®  de  V accélération  de  la  résistance  de 
Pair  cF(v)  qui  agit  suivant  la  direction  de  la  tangente, 
en  sens  inverse  de  la  vitesse. 

Or  le  segment  AK  a  la  direction  de  la  gravité,  le  seg- 
ment AH  a  la  direction  de  la  résistance  de  l'air  ; 
comme  HK  est  leur  résultante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, on  aura  : 

AK  =  gdt         et         AH  =  —  cF{v]dt, 

Si  Kl  est  perpendiculaire  sur  OH,  on  a  Kl  =  KA  cos  x 
et  comme  Kl  =  vc?t,  il  viendra 

vd'z  =  —  g  cos  T  dt. 
D'autre  part,  si  hk  est  la  projection  du  segment  HK 
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sur  Ox,  on  a  hk  =  AH  cos  t,  ce  qui  peut  s'écrire  : 

d(v  cost)  ==  cF(v)  cosT  dt. 

En  éliminant  clt  entre  les  équations  précédentes,  on 
retrouve  bien  l'équation  différentielle  de  l'hodographe  : 

c?(ycosT)  c     17^  N  ri 

— ^ — j ~  ==  —  vr  (v)  c.  a.  f.  d. 

d-z  9 

92.  Cas  particuliers  de  Thodographe.  —  i*"  Dans 

le  vide  Vhodographe  est  une  verticale.  —  Car  si  c  =  o,  l'équa- 
tion de  rhodographe  donne  d{v  cos  t)  =  o, 
d'où  v  cosT  =  const.  C'est  la  propriété  bien 
connue  de  la  constance  de  la  vitesse  hori- 
zontale (17)*.  L'hodographe  est  la  verticale 
H  H'  H^'  située  à  une  distance  OH'  =  Vq  cos  a 
de  l'origine . 

'2°  Dans  le  cas  du  mouvement  rectiligne^  Vhodographe  est 
une  droite  passant  par  V  origine.  —  Car  si  ^  =  o,  on  doit 
avoir  dx  =  o,  d'où  t  =  const.  =  a.  L'hodographe  est  le 
vecteur  d'inclinaison  a  passant  par  l'origine. 

3°  Dans  le  cas  d'une  résistance  proportionnelle  à  là  simple 

vitesse,  Vhodographe  est  une  ligne  droite.  — 
Soit  H  un  point  de  l'hodographe.  Pour 
_^  obtenir  la  tangente  en  H,  on  a  vu  9 1  )  qu'il 
fallait  prendre  HA  =  cFdt  et  AK  =  gdt. 
Dans  le  cas  actuel,  on  a  F{v)  =  B^v  et 
Fig.  4 r .  cBi  =bi]  on  écrira  donc  HA  =  bj^vdt. 

Soit   L  le   point  où  la  tangente    HK 
rencontre  la  verticale  du  point  0.  On  aura  : 

OL  _  OH  _     1 
7ÏK  ~' JIÎ  ~  b,dt 

d'où  :  OL  =  #- 

Le  point  L  est  donc  un  point  fixe  et  par  suite  l'hodographe 
est  la  droite  HL  elle-même. 
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93.  Équation  du  C^  Jacob.  —  1°  Nous  avons 
dit  que  réquation  diflerenlielle  de  l'hodographe  était 
la  seule,  du  premier  ordre,  entre  les  variables  du  pro- 
blème balistique  qui  fut  fonction  seulement  de  deux 
variables  v  et  t. 

Mais  il  peut  exister  des  équations  différentielles 
d'ordre  supérieur  au  premier  n'ayant  également  que 
deux  variables.  Le  colonel  Jacob  a  fait  connaître  une 
de  ces  équations  qui  est  particulièrement  remarquable  : 
On  peut  former  une  équation  différentielle  du  second 
ordre  du  problème  balistique  ne  renfermant  que  les 
variables  v  et  y,  et  se  ramenant  à  deux  équations  du 
premier  ordre. 

2°  Pour  établir  cette  équation,  il  suffit  d'éliminer 
la  variable  t  entre  les  deux  équations  : 


d{y  cos  t)         c 


v 


vF  et  dy  = tg  t  rfr. 


d-^  9  ,9 

Développant  chacune  d'elles,  on  aura  : 

COS  -z  dv  —  V  sin  'z  d'z  =  —  v¥dx 

9 
g  cos  T  dy  +  v^  sin  t  r/T  =  o. 

On  aperçoit  de  suite  la  raison  de  la  réussite  de  ce 
calcul  dans  la  forme  des  premiers  membres  des  écpia- 
lions  ;  en  multipliant  la  première  équation  par  15  et  en 

ajoutant  on  obtiendra  la  valeur  de "- —  sous  la  forme  : 

''  cos  T 


cos 


À 
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On   pourra  donc,    en  portant  cette  valeur  dans  la 
deuxième ,    en    tirer    la    valeur    de    sin  t    qui    est    : 

vdv  +  qdy 
crdy 


Nous  poserons  : 


^y     —    y' 


dv 
et  l'expression  de  sin  t  deviendra  : 


sm-: 


^'  -+-  gy'v 


3°  Considérons  maintenant  les  équations  simultanées 
qui  peuvent  remplacer. les  deux  premières,  savoir  : 

q  cos  '  dy  A-  v^  sin  t  rf-u  =  o    et    sin  t  = .     '    .  • 

\  i'  4-  gy', 

entre  lesquelles  il  s'agit  d'éliminer  t. 
Ecrivons  identiquement  la  première  : 

(j  cos^  1  dy  -\-v^  sin  t  cos  t  rf-:  =  o 
ou  : 


q  I  —  sm  Tj  —,- — h  ^^  sm  t  — j 


G 


Or,  la  seconde  équation  donne  sin  t  en  fonction  de 

jy  et  V  et,  en  la  différentiant,  on  aura  — -, — ^en  fonction 

des  mêmes  variables  ;  en  substituant  les  valeurs  ainsi 
trouvées  dans  Téquation  en  sin  t  et  d  sin  t,  on  élimi- 
nera T  et  le  problème  sera  résolu. 


1 
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On  trouve  ainsi  l'équation  : 


9vv:+9V.'[{^^y-'' 


+  9^ 


9 


v¥' 


3(^1+^-1 


gyv'  +  vyl  +(-|)  ^'==o 


C'est  l'équalion  du  second  ordre  cherchée.  On  doit 
remarquer  quelle  rCest  plus  que  du  premier  ordre  si  on 
prend  comme  variable  la  dérivée  : 

dy 


yv  = 


dv 


Si  on  suppose  Téquation  différentielle  résolue,  c'est- 
à-dire  y  connu  en  fonction  de  r,  les  autres  éléments 
de  la  trajectoire  s'obtiendront  par  les  formules  sui- 
vantes : 

cFy'„ 


SlUT 


^  +  9y 


-  ;  a;  =  r J1  dv;  t=.  r^^dv; 


Les  deux  dernières  résultent  immédiatement  des  for- 
mules 

dy  ==  tg  T  dx     et     dy  =  v  sin  t  dt. 

94.  Équations  différentielles  en  coordonnées 
obliques.  —  Il  est  utile,  pour  certaines  questions  de 
Balistique,  de  rapporter  le  mouvement  à  des  axes  obliques 
qui  sont  :  1°  la  tangente  Oz  à  l'origine  de  la  trajectoire  ; 
la  coordonnée  sera  V éloignement  du  projectile  suivant 
cette  ligne  au  temps  i\  2°  la  verticale  Oy  passant  par 
l'origine  ;  les  y  seront  comptés  positivement  dans  le 
sens   où   agit   la   pesanteur  ;    ils  représenteront    donc 
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V abaissement  du  projectile  au  temps  t  au-dessous  de 
la  ligne  de  projection  Oz. 

Soient  M  la  position  du  projectile  au  temps  t^  g  la 
gravité,  cF  Taccélération  de  la 
résistance  agissant  en  sens  in- 
verse de  la  vitesse  v, 

ils  est  un  petit  arc  de  tra- 
jectoire, dz  sa  projection  obli- 
que sur  Oz,   rfy  sa  projection  •  pj 
oblique  sur  Oy. 

Les  composantes  de  la  résistance  cF  suivant  les  axes 

seront  : 

dz  cF    dz 

suivant  Oz       cF  -7^  et  comme  ds  =  vdt ~  . 

as  V     dt 

dy  cF   d\ 

suivant  Oy       cF  -,-  —  ^,7 . 

as  V     at 

m 

On  a  donc  pour  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement : 

^  dh  c¥  dz 

suivant  Uz 


dt'  V    dt 

.       ^  „                d'y                cV  dy 
suivant  Oy  ^  =  i/ ^---. 

Nous  allons,  comme  il  a  été  liiit  précédemment  dans 
le  cas  des  axes  rectangulaires,  remplacer  ces  deux  équa- 
tions du  second  ordre  par  quatre  équations  du  premier 
ordre. 

c¥ 

Éliminant  d'abord  —  entre  les  deux  équations,  on  a  : 

V  ^ 

.  d'y    dz         d'Z    dy  dz 

^'^  IF  'dt  ''  IF  lit  ^  'J  ~dt' 

BALISTIQUE.  8 


'^ 
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Posons  maintenant 

dz 

=  t\  ;       v^  est  la  vitesse  du  projectile  projetée  sur  Oz 


suivant  la  verticale 

d\ 

— ^  =  />  ;       P  est  une  quantité  qui  mesure  Tangle  de 

la  trajectoire  avec  Oz  au  point  M  ;  /)  a 

la  valeur  o  au  point  0. 

Écrivant  -y-  =  p  -r-  et  différentiant,  il  viendra  : 

at        ^    dt 

d'y         dp    dz  d^z 

'dF^^dF'dt'^  ^IF 

et  en  combinant  avec  (  i  )  il  vient  : 


9 


dp  =z-^d. 


■y 


-,                              ,  .                  d'z              cF    dz 
et,  d  autre  part,  en  combinant  avec  -^  = -j- 

on  aura  : 

v^    cF 

di\  = —  dp, 

9     ^     ^ 

Cette  dernière  équation  ne  renferme  en  réalité  que 
deux  variables,  car  v  peut  s'exprimer  en  fonction  de  i\ 
et  de  p  comme  il  suit  : 

^  Dans  le  triangle  AMC  on  a  : 

K^  MG=ÂC'+ÂM'— 2AC.AMcosMAC; 

-^  or     MG=  (/5;AC=  c?y;  AM  =  c?z; 

Fig.  43.  MAC  =  -^— a 

On  a  donc  :  ds    =  dy    -^  dz  —  2cfy  dz  sin  a 
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OU  en  divisant  par  dz   '. 

Mais  -r-  =  — . 

dz        i\ 

On  a  donc  : 

i^  =  Vjj  [  I  -\-  p^  —  2/)  sin  a]  ^ 

V  est  ainsi  fonction  de  v^  et  de  p. 

On  pourra  adopter  pour  la  solution  du  problème 

balistique  les  quatre  équations  différentielles  du  premier 

_i 

ordre  qui  suivent  où'u  =  v^[i  -+■  p^  —  2/)  sin  a]- 
dv.  = dp:  dz  ='-^dp  : 

dt    =      ^dp;  dy  =^pdp 

Ces  équations  correspondent  une  à  une  aux  équations 
du  n°  88  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires  et  il  est 
très  facile  de  passer  de  celles-ci  aux  autres  quand  on  fait 
sin  a  =  0  et  p  ^  tg  T  ;  t\  devient  la  vitesse  horizontale  a. 

n        j»    11                   ^^'^(^  —  '^) 
Un  a  d  ailleurs  p  = ^^ . 

'■  COST 

La  première  équation  correspond  à  l'hodographe  ;  elle 
n'est  fonction  que  de  deux  variables  v^  et  p  et  son  inté- 
gration permettrait  de  ramener  le  problème  aux  qua- 
dratures. 
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I  2.  —  Problème  balistique  inverse 

95 .  Théorème .  —  Si  on  se  donne  a  priori  une  relation 
finie  entre  deux  quelconques  des  éléments  du  mouvement 
en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire^  savoir  a?,  3%  i',  / 
et  T,  on  peut  calculer  les  trois  autres^  sans  quil  y  ait 
besoin  de  connaître  la  résistance  de  lair^  c  est-à-dire 
la  fonction  F. 

Cela  résulte  de  ce  qu'une  des  deux  équations  intrin- 
sèques de  la  trajectoire  (89)  ne  renferme  pas  la  résis- 
tance de  Tair  supposée    tangentielle  ;  c'est  l'équation 

—  =  —  q  cos'T. 

r  ^ 

Cette  équation  fournit  donc  une  seconde  relation  entre 
les  quatre  éléments  Xj  y  (compris  dans  le  rayon  de 
courbure  r),  f  et  7. 

On  a  d'ailleurs  en  plus  : 

dx  dy  .  vdx 

—  ucost;       -j-=ysmT;       — -y— = — ^  cos 


dt  '         dt  '         dt 


T 


c'est-à-dire  en  tout  cinq  équations  entre  cinq  inconnues  ; 
aucune  des  équations  ne  renferme  la  fonction  F . 

96.  Définition  du  problème  balistique  inverse. 

—  Supposons,  pour  préciser  la  nature  du  problème, 
qu'on  ait  déterminé  expérimentalement  la  trajectoire 
d'un  projectile  en  relevant,  par  exemple,  les  points 
d'impacts  sur  des  écrans  convenablement  disposés.  La 
courbe  ainsi  déterminée  pourra  être  représentée  par  une 
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formule  y  =  f[x)y  avec  une  approximation  plus  ou 
moins  grande. 

Le  problème  balistique  inverse  consistera  tout  d'abord 
à  obtenir  les  valeurs  des  autres  éléments  î;,t,  t  aux  points 
a?,  y  et  le  théorème  précédent  démontre  que  la  solution 
en  sera  toujours  possible. 

Mais  il  sera  possible  également  au  moyen  des  valeurs 

calculées  de  les  porter  dans  l'équation  de  l'hodographe 

divco^-z)  c     ^  .11.         -1, 

— ^^ — j =  —  ur* ,  et  par  suite  de  determmer  1  expres- 

di  g  "^ 

sion  de  la  fonction  F,  seule  inconnue  de  cette 
équation  ;  la  fonction  ainsi  déterminée  représente  la  loi 
de  résistance  de  l'air  qu'il  aurait  fallu  admettre  pour 
que  la  trajectoire  soit  justement  représentée  par  la 
fonction  y  z=f'[x). 

Si  on  choisit  y  =  f{x)  arbitrairement,  c'est-à-dire 
en  dehors  des  quelques  formes  que  l'on  obtient  par  une 
intégration  rigoureuse  des  équations  différentielles  où 
la  fonction  F(y)  affecte  une  forme  particulière,  on  trou- 
vera par  la  solution  du  problème  balistique  inverse  une 
expression  de  F  qui  ne  sera  pas  uniquement  fonction 
de  la  vitesse  de  translation  t^  ;  il  y  entrera  des  constantes 
définissant  l'origine  de  la  trajectoire  V^,  et  a. 

On  aura  ainsi  altéré  la  loi  de  résistance  de  l'air 
expérimentale  et,  au  degré  plus  ou  moins  grand  de  cette 
altération,  on  pourra  juger  du  degré  d'approximation 
que  l'équation  y  =  f(^x)  comporte  et  des  hypothèses 
que  son  adoption  entraîne. 

Au  lieu  de  la  relation  y  =  f(^x),  on  peut  se  donner 
une  relation  entre  deux  autres  éléments,  ainsi  qu'il  a 
été  dit  précédemment,  par  exemple,  tg  t  =  '>p(/)  ou 
cos  T  =  ^(v),  etc. 

8. 
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97.  Premier  problème  balistique  inverse.  On 
se  donne  la  trajectoire.  —  Soity=f{x)  réquation 
donnée  de  la  trajectoire. 

Désignons  par  y',  y"  et  y"^  les  dérivées  successives  de  y 
par  rapport  k  x, 

1^  On  aura  tout  d'abord  pour  V inclinaison  z 

tg  T  =  /,  ce  qui  peut  s'écrire  : 

I 

COS  7  = 


V^+f 


1^  En  difFérentiant  l'équation  qui  donne  tgT,  on  aura 
—  =  yWx.  Mais  on  a  (88) 


COS 

v^  COS*'  X      drz 


g         cos^T 

d-z 
Eliminant ^ — ,  il  viendra  pour  l'expression  de  la 

COS   T 

vitesse  v  au  point  x^  y  : 

^=  —  9        y/     ■ 
La  vitesse  horizontale  u  sera  donnée  par  la  relation  : 


u  =  y/- 


y" 

dx 
3^  Comme  -7—  =  a,  on  aura  pour  le  temps  t^  l'équa- 

,  •  ui 

tion  :  . 


N- 


^  dx 
9 


4°  Enfin  la  fonction  F  de  la  résistance  se  calculera 
comme  il  suit  : 


I 
i 

j 
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Différen liant  la  relation  (--7-  1  = ^T^ 

d'oc         Qy 
on  obtient  :  -7-7-  =  -^ 

dt  iy 


Mais,  comme  la  première  équation  différentielle  du 
mouvement  (8())  est  : 


d'x 


dt 
et  que  cos  x 


j-  =  —  cF  cos  7, 


v/^  +  /' 


/// 


il  viendra  :       cF  = 2Z__  ^  i  ^  y^ 

iy 


Remarquons  d'autre  part  que  v'  =  g^  - — - 

_  £.       y 


r 
fit' 


et  que  cos^  t  ===  ^  i  -|-  y'^^     ^  ^ 

On  voit  qu'on  peut  mettre  l'accélération  cF  sous  la 

y'" 

forme  :  cF  =  —  — —  f*  cos^x. 

Le  problème  balistique  inverse  est  ainsi  complètement 
résolu  à  l'aide  de  différentiations,  à  l'exception  de  l'expres- 
sion de  t  qui  exige  une  intégration . 

98.  Application  à  la  trajectoire  de  Piton-Bres- 
sant.  —  La  trajectoire  de  Piton-Bressant  est  la  suivante  : 

y  ==  xtg  a vf  "^   ,      [i  +  KVgx] 

K  étant  un  coefficient  constant. 
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On  calcule  immédiatement 


y  =tga  — 


gx 


VJ  cos^  a 


I  +  —  KVlx 


,'f 


r  = 


9 


V;5  cos^a  ^  "  -■ 


f'// 


r  =  — 


3^K 
cos^  a 


En   employant  les  formules  du  numéro  précédent,  on 
obtient  aisément  : 

inclinaison  en  fonction  de  a?  ; 

vitesse  horizontale  en  fonction  de  x  ; 

A 

[i  +3KVJx]  2—  I 


'2 
mJ  =  — 


9  KVJ 

femps  en  fonction  de  x  ; 


4° 
résistance  de  Vair. 


3   ,^   v^cos't 

cl  =  —  K — 

2  cos^  a 


On  voit  que  la  résistance  de  l'air  ne  dépend  pas  seule- 
ment, en  un  point,  de  la  vitesse  v,  mais  aussi  de  l'inclinai- 
son T,  et  de  l'inclinaison  a  à  l'origine.  On  pourrait  exprimer 
cos  X  en  fonction  de  u,  ce  qui  introduirait  une  fonction  de  a 
et  de  Vo  dans  l'expression  de  cF. 

La  trajectoire  de  Pi  ton-Bressan  t  altère  donc  la  loi  de  résis- 
tance ;  dans  le  cas  de  x  et  a  assez  petits  pour  que  les  deux  co- 
sinus soient  sensiblement  égaux  à  l'unité,  l'équation  de  Piton- 

Dressant  suppose  une  résistance  cF  =  —  Ku^,  c'est-à-dire 
biquadratique. 
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99 .  Application  à  une  trajectoire  hyperbolique . 

—  On  a  souvent  proposé  depuis  Newton,  qui  indiqua  le  pre- 
mier les  analogies  des  deux  courbes,  d'assimiler  la  courbe 
balistique  à  une  hyperbole  dont  une  asymptote  serait  verti- 
cale et  qui  aurait  pour  équation 


6    ax  —  X' 


y  = 


a 


b  —  X 


tga 


a  et  6  étant  des  constantes. 
On  calculera 


/ 


b  6^ 


a 


y.    ^T»  ■*• 


r  =  —  ^ 


a    ^  '    {b  —  xf    ^ 

b'-    (b  —  a) 


a    {b  —  x) 


^  tffa 


■i    ''O 


r'ff 


b^    (b-a)    ^ 

"  "  V'»    ^ 


a    {b—xY 


On  en  déduira  : 


tg^ 


a 


b(b  ~  a) 

(6  -  xy  J 


tga 


inclinaison  en  fonction  de  x  ; 


•2° 


«- 


ga(b  —  x)- 


3° 


•ib'ib  —  a)  tg  a 
vitesse  horizontale  en  fonction  de  x  ; 

i=-r  ( r—  0  \/'^—{b  —  a)igoi 

b    \(5  _^f-  /    ^    ag  ^ 

temps  en  fonction  de  x. 

4°  Pour  calculer  la  résistance  de  Vair,  on  écrira  : 


ig  cos  T 
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Remplaçant  j"'  et  u^  par  leurs  valeurs,  puis  (6  —  xy  par 
sa  valeur  en  fonction  de  tgT,  on  arrivera  aisément  à 
l'expression 

4        (6  tg  a  —  a  tg  x)  cos  t 

L'expression  de  cF  ne  contient  donc  pas  v  explicitement  ; 
elle  dépend  de  l'inclinaison  actuelle  t,  de  l'inclinaison  ini- 
tiale a  et  des  deux  constantes  a  et  fe.  Celles-ci  ne  sont  d'ailleurs 
pas  indépendantes,  car  à  lorigine,  on  a 

ui  =  —T—^—T- —        dou 1-=^^""^ 

•i(^b  —  a)  tg  a  a         b        Vu  sin  la 

On  pourrait  remplacer  dans  cF,  cos  t  et  tg  x  par  leurs 
expressions  en  fonction  de  v,  mais  cF  contiendfra  toujours, 
outre  cette  variable,  les  constantes  a  et  V©  de  l'origine. 

ICO.  Exercices.  —  i°  Étant  donnée  la  trajectoire  du 
4^  degré 


X 


qx^  I      .  ^  ^'     \ 


(a  étant  une  constante)  résoudre  les  problèmes  analogues  à 
ceux  du  n°  98  pour  la  trajectoire  de  Piton -Bressan  t.  Mon- 
trer que  la  résistance  de  l'air  que  suppose  cette  équation 
est  de  la  forme 

„         3        v^  cos^  X 
cF  =  —  a 


1        Vq  cos  a 
•2°  Étant  donnée  la  trajectoire  du  4®  degré 

y=xtga-  .^ vf!os^,  ('  +  «^  +  f>x') 
(a  et  6  étant  des  constantes), 


-r-- .1 
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montrer  que  la  résistance  de  Tair  a  pour  expression 

3°  L'équation  différentielle  de  la  trajectoire  est  la  suivante  : 
Si  cY(v)  =  6iV\  elle  se  réduit  à 

_8_ 
/''  +  '26^5f(l+/^)2=0. 

ICI.  Deuxième  problème  balistique  inverse. 
On  se  donne  l'hodographe.  —  Si  on  se  donne 
V  =  ^""(t),  les  autres  éléments  seront  fournis  (90)  par 
les  équations  : 

g     ^  '  cosT  9 

dy= ^'(t)  tgxrfr 

L'hodographe         ^     , — -  =  —  vF 

étant  développé  sous  la  forme 

cF  .  COST    dv 

=  sm  T 7- 

2  va-: 

on  voit  que  la  fonction  F  sera  déterminée  par  la  relation 

cF         .  W^'z) 

•-  =  sm  T T^TT-f  cos  T 

g  ^  (t) 
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qui  en  général  contiendra  dans  le  second  membre  les 
données  à  l'origine  V^  et  a,  parce  que  l'expression 
V  =  ^(t)  les  contient  elle-même. 

a)  Prenons  comme  premier  exemple  rinlégralc  de  l'hodo- 
graphe  sous  la  lorme  cos  t  =  /i"u"  ;  h^  est  une  constante 
qui  est  telle  que  cos  a  =  /l'^Vf . 

On  a  —  sin  t  =  nh^v^~^ 

cF 

et  par  suite  la  valeur  de est  : 

^  9 


dz 


cF       n-\-i    I ; 

— = — ' Vi  — (/iv)-'^ 

Q  n  ' 


ou 


9 


=W' 


V    ^-^ 


cos-  X 


1^  Faisons  n  ==  '2.  On  aura  cos  t  =  /i-v^  ; 
mais  l'équation  intrinsèque  de  la  trajectoire  (8()) 


v" 


fait  voir  que 


—  =  —  q  cos  T 


(jh^ 


c'est  à-dire  qu'ici  r  est  constant.  La  trajectoire  sera  donc  une 
circonférence,  si  la  résistance  de  l'air  est  telle  que  : 


9 


F         3       /'  I  V  V 

—  =  —  \     I  —     T^      cos-  a 


cF 
•2®  Faisons  n  =  —  i  ;  on  trouve  —  =  o  ;  c'est  bien  le  cas 

du  vide,  puisque  Thypotlicse  /i  =  —  i  revient  à  poser 
V  cos  T  ==  constante. 


1 


I 


EQUATIONS    DIFFERENTIELLES    DU    MOUVEMENT  l45 

6)   Comme  deuxième  exemple,  cherchons  quelle  loi  de 
résistance  suppose  1  intégrale  de  Thodographe  : 

V  cos  (6  -(-  "i^)  =  Ç,         6  et  9  étant  des  constantes. 
On  a,  dans  la  formule  générale  :  W(t)  = 


cos  (6  +  t) 

^  ^  cos^  (6  +  V 

Donc  l'expression 

cF         .  Wf{x) 

=  Sin  T ÏTTTT  cos  T 

g  W(t) 

devient  : 

cF          .              sin  (G  +  t)  sin  6 

sm  T -X — ^ — r  cos  t  — 


g  cos  (G  +  t)  cos  (0  -\-  t) 

cF 


Par  suite  : 


H-^rh 


La  résistance  est  proportionnelle  à  la  simple  vitesse. 
On  arrive  directement  à  ce  résultat  en  remarquant  que 
l'équation  v  cos  (6  -j-  t)  =  ç  représente  une  droite  (<J'^)- 

c)  Comme  troisième  exemple,  chercher  la  loi  de  résis- 
tance qui  donnerait  comme  hodographe  une  conique  rap- 
portée à  son  foyer. 

La  conique  ayant  l'équation  : 

a 
v  = 


'  i  -\-  e  cos  (8  -j-  'f) 

(a,  e  et  6  sont  des  constantes)  on  trouve  : 

cl*  V 

=  —  (sin  T  —  e  sin  0) 

g  a  ^  ' 
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CHAPITRE  V 

LES  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX 
DE  LA  BALISTIQUE  EXTÉRIEURE 

I   I.  —  Etude  de  l'hodographe 

102.  Objet  du  chapitre.  —  Quand  on  suppose, 
conformément  aux  hypothèses  faites  pour  Tétabhsse- 
ment  des  équations  diflerentielles  du  mouvement  prin- 
cipal, que  la  résistance  de  l'air  est  tangentielle  et  qu'elle 
ne  dépend  que  de  la  vitesse  de  translation  du  centre 
de  gravité  du  projectile,  on  peut  démontrer  un  cer- 
tain nombre  de  propriétés  qui  appartiennent  à  toute 
trajectoire,  quelle  que  soit  la  loi  de  résistance  de  l'air. 

Ces  propriétés  résultent  de  la  discussion  directe  des 
équations  différentielles  du  mouvement  (88) 

d'z  g  ^  ^  9 

V      d'z                                          v^ 
(2)     dt  = ,  (4)     dy=2 tgTrfr. 

^    ^  ^r     COST  \^^         J  g      G 

Un  certain  nombre  des  théorèmes  généraux  de  la 
Balistique  Extérieure,  qui  résultent  de  cette  discussion, 
sont  dus  à  de  Saint-Robert  qui  les  a  publiés  au  tome  I 
(Balistique)  de  ses  Mémoires  scientifiques  (1872). 
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«  On  sait  bien  que  la  résistance  est  une  fonction  de 
la  vitesse  ;  mais  la  seule  chose  qu'on  puisse  admettre 
a  priori  sur  la  nature  de  cette  fonction  est  qu'elle  va 
en  croissant  avec  les  valeurs  croissantes  de  la  variable. 
C'est  pourquoi,  sans  adopter  aucune  hypothèse  spé- 
ciale sur  la  résistance  du  milieu,  il  serait  utile  de  dis- 
cuter la  trajectoire  lorsqu'on  suppose  seulement  que  la 
forme  de  la  fonction  qui  exprime  la  résistance  en  fonc- 
tion de  la  vitesse,  est  telle  qu'elle  croît  progressivement 
avec  la  variable  et  qu'elle  converge  vers  l'infini  en  même 
temps  que  celle-ci.  »  (de  Saint-Robert,  t.  I,  p.  68.) 

On  admettra  donc  que  Taccélération  cF(y)  de  la  résis- 
tance de  l'air  est  une  fonction  continue  de  la  vitesse 
telle  qu'on  ait  : 

F\v)  >  o,  F(qo  )  =  00  . 

Pour  V  =  o,  on  peut  avoir  cF(o)  >  ^  ou  cF(o)  =  g 
ou  cF(o)  <  (f  c'est-à-dire  que  la  résistance  peut  être 
telle  que,  pour  une  vitesse  infiniment  petite*  sa  valeur 
soit  plus  grande  que  le  poids  du  projectile,  ou  égale  à 
celui-ci,  ou  plus  faible  que  lui.  Dans  le  cas  où  la  résis- 
tance ne  contient  pas  de  terme  de  frottement,  on  a. 
F(o)  =  o. 

io3.  Équation  et  tangente  de  rhodogrraphe.  — 

La  discussion  de  l'hodographe,  d'après  son  équation 
différentielle,  constitue  l'introduction  naturelle  à  l'étude 
des  propriétés  générales  de  la  trajectoire,  de  même  que 
son  intégration  constitue  le  premier  pas  pour  obtenir 
la  solution  du  problème  balistique. 

L'hodographe    est   une  courbe    exprimée   en   coor- 
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données    polaires    (y,^)    par    Téquation    différentielle 

d(v  cos  t)         c     ^ 

— ^ — , ^  ==  — •  vF 

d-z  g 

que  nous  prendrons  ici  sous  la 
forme  développée 

dv^  V      /  cF  .      \ 

Étant  donnée  une  courbe  en  coordonnées  polaires 
(v,  t),  la  tangente  en  un  point  est  déterminée  par  la 

V 

valeur  de  Fangle  I  qui  est  tel  que  :  tg  I  = 


dv 

On  a  donc,  dans  le  cas  de  l'hodographc  : 

q  cos  T 
tir  I  = ^ . 

^  cF  -t-  gf  siuT 

On  sait  (91)  que  Ton  construit  géométriquement  la 
tangente  en  II  à  l'hodographe  en  prenant  HA  =  cF 
et  AK  =  </,  et  en  joignant  HK. 


104.  Théorème  I.  —  Pour  v  =co  ,  [angle  'z prend 
une  valeur  différente  de  ±  — . 

Écrivons  l'équation  différentielle  de  l'hodographe  sous 


la  forme 

g    dv  d'z 


=  — —  (i  +-|rsinT) 
cosT   \  cr"  / 


et  intégrons  à  partir  d'un  point  quelconque  (Yy,  a), 
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OÙ  V^,  soit  déjà  très  grand,  jusqu'au  point  t  oùî;  devien- 
dra infini.  On  a 

•  gdv  /*«  /  jf  sin  T  \     di 


c  X      l'F    ~X    \  cF     J 


COST 


o  sm  T 
Mais  le  rapport  -^ —  — -  ne  devient  jamais  infini  dans 

les  limites  de  Tintégration  ;  prenons  donc  une  cons- 
tante h  comme  valeur  moyenne  du  terme  (  i  +       j^ —  ) . 


On  aura  : 


(■>  Tf^-'X 


gdv         ,    /*«    cfx 


COST 


Or  le  premier  membre  de  cette  égalité  reste  toujours 
fini.  Répétant,  en  effet,  le  raisonnement  fait  au  n°  5i, 
posons,  pour  les  très  grandes  valeurs  de  v  : 

F(v)  =  d"'  [a''  -\-  b'^(v)] ,  /i'  étant  un  exposant  tel 
que  v~**'F(v)  ait  une  valeur  finie  pour  i;  ==  oo  ;  la  fonc- 
tion ^(v)  tend  par  conséquent  vers  zéro. 

On  aura  ainsi,  à  la  limite 


X^'  gdv  r^"    gdv 


n'a'  V,'»' 

c'est-à-dire  une  quantité  finie  si  n!  >  o. 

Or,  si  le  premier  membre  de  Tintégrale  (  i  )  conserve 
une  valeur  finie,  il  en  est  de  même  du  second  qui, 
intégré,  donne  : 

-/,Logtg(|+^)+ALogtg(^  +  |). 
L'angle  t  ne  pourra  donc  prendre  ni  la  valeur  -| , 
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ni  la  valeur qui  rendraient  l'une  et  l'autre  infini 

le  terme  h  Log  tg  (  -7-  H — -  ) . 

Pour  y  =  00,  r angle  t  a  donc  une  limite  que  nous  dési- 
gnerons par  0  et  qui  est  différente  de  -\ et  de . 

[La  (démonstration  est  en  défaut  si  /i'  =  o,  c'est-à- 
dire  si  la  fonction  F  se  réduit  à  une  constante.  On  peut 

avoir  6  =  zh  —  dans  cette  hypothèse  spéciale]. 

Faisons,  dans  le  cas  général,  pour  fixer  les  idées, 
a  =  O5  on  aura  : 


J^Vo 


7T  T 


S±.=.-hLogtgl^j  +  ^ 


Le  preinier  membre  tend,  pour  v  =  00  ,  vers  une 
limite  finie  M .  Or  il  existe  deux  valeurs  de  t  telles  que 


ij^i)  '-'• 


tg  f-:--| I  ait  une  même  valeur  e     T.  Ces  deux 


valeurs  difierent  de  ii.  Donc  si  0  est  l'angle  limite  défini 
plus  haut,  l'angle  (0  +  7t)  sera  un  second  angle  corres- 
pondant à  une  vitesse  infinie.  Les  deux  directions  ainsi 
définies  sont  opposées. 

io5.  Théorème  II.  —  Pour  t  = Aa  vitesse  v 

a 

tend  vers  une  limite  v'  telle  que  cY{v')  ==  g. 
Ecrivons  l'hodographe 

dv         /cF     .     .      \      d-z 

sm  T 


V  \  a  J   cosT 


9 

Comme,  d'après  le  théorème  précédent,  v  ne  devient 
jamais  infini,  dans  cette  région,  on  pourra  entre  a  très 
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voisin  de et ,  remplacer  l — -  -f-  sin-w)  par 

une  valeur  moyenne  k.  ,  , 

Intégrant  alors  Téquation  —  =  k  — "—  ,  on  aura 

^  V  COST 


V, 


•^(t+t 


Mais  (  -7  "I ]  t  pour  •z--=— ,  devient  égal  à  zéro  ; 

comme,  d'après  le  théorème  précédent,  v  ne  peut  deve- 
nir infini,  il  faut  que  k  soit  nul  ou  positif.  Mais  cette 
dernière  hypothèse  est  en  général  impossible,  car  v  serait 
nul  ;  le  projectile  s'arrêterait  donc,  sollicité  cependant  par 
la  gravité^  la  résistance  F(t')  devenant  nulle.  Cette  cir- 
constance étant  impossible,  on  en  conclut  que  k  tend 

vers  zéro,  ou  que  ( +  sin  t)  tend  vers  zéro  ;  comme 

sin  ':  =  ' —  I ,  on  voit  que  la  vitesse  v  tend  vers  une 
limite  v'  telle  que  cY{y')  =  ^.  La  vitesse  v'  est  la  vitesse 
terminale  déjà  rencontrée  (67). 

Cas  de  cF(o)  ^  g.  La  démonstration  précédente  est 
en  défaut  lorsque,  pour  une  vitesse  nulle,  il  existe  dans 
l'expression  de  la  résistance  un  terme  de  frottement 
constant,  dont  la  grandeur  devient  égale  ou  supérieure 
à  celle  de  la  gravité  g.  Alors  la  vitesse  terminale  devient 
nulle.  C'est  le  cas  représenté  par  cF^  ^^^  g. 

Dans  le  cas  d'un  terme  constant  dans  la  résistance, 
mais  tel  que  cF^  <  g^  la  démonstration  subsiste  et  la 
vitesse  terminale  est  égale  à  v' ,  vitesse  telle  que  cF  {y')  =  g . 
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io6.  Théorème  III.  —  La  vitesse  du  projectile  passe 
par  un  minimum  pour  un  angle  négatif  donné  par  Féqua^ 
tion 

— i^ — <-  +  sin  T^  =  G. 


Suivons  les  variations  de  la  vitesse  v  depuis  la  valeur  oo 
qu^elle  admet  pour  x  =  6  jusqu'à  la  valeur  v'  qui  cor- 
respond à  T  =  —  — . 

2 

i"  Tant  que  sin  t  sera  positif,  le  deuxième  membre 
de  la  relation  -y-  =^ { 1-  sin  t  )   sera  positif  ; 

«T  COST    \  g  I 

dv  et  dx  seront  de  même  signe  et  la  vitesse  v  décroîtra. 
Par  suite,  sur  la  branche  ascendante  de  la  trajectoire  où 
T  est  toujours  positif,  la  vitesse  v  décroîtra  depuis  Tori- 
gine  (a,  V^)  jusqu'au  sommet  de  la  trajectoire  où  t  =  o 
et  V  =  Vg. 

2®  Au  delà  du  sommet,  t  devient  négatif  et  il  en  est 
de  même  de  sin  t  ;  sin  t  est  donc  une  quantité  négative 
qui  augmente  (en  valeur  absolue)  à  partir  du  sommet 
où  elle  a  la  valeur  zéro.  A  ce  sommet,  la  vitesse  étant  Vg, 
la  résistante  cF(Vs)  qui  est  nécessairement  positive  est 
plus  grande  que  sin  t.  Par  suite,  sur  un  petit  parcours 
tout  au  moins,  cF(v)  sera  plus  grand  que  sin  t  qui  part 

de  zéro  ;  --7-  restera  positif  et  v  continuera  à  décroître 

une  fois  le  sommet  franchi. 

cF  décroîtra  avec  r,  tandis  que  siuT  augmen- 
tera en  valeur  absolue.  Il  arrivera  donc  un  moment 
où,  pour  un   certain    point  défini   par  la   vitesse  v 


m 


>-*      ' 
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ot    par   rinclinalson   T,n    de   la    tangente,    on    aura   : 

(j  sin  T^  +  cF(v„)  =  o 

dv 
et  par  suite        —j-  =  o. 

C'est  la  condition  d'un  maximum  ou  d'un  nlinim^m 
de  V. 

3**  D'après  le  raisonnement  qui  a  été  fait,  il  s'agit 
évidemment  d'un  minimum.  On  peut  d'ailleurs  vérifier 
analytiquement  le  fait  ;  en  différentiant  l'équation  qui 

,  dv 

donne  -,- ,  on  aura  : 

d*v         I    dvfcY       .  cvY'\        f        /cF       .     \  sinx 

1+ hsmT  - 


,  .^ —         jtI t-smT-f- ]-\-v 

«T       cosTaTX  g  g  / 


\g  J  cosH_ 


qui,  au  point  (t'm,Tn,)  où  -7-=  o,  donne 

d'v    _ 

C'est  une  quantité  essentiellement  positive  ;  il  s'agit 
donc  bien  d'un  minimum  de  vitesse.  Ce  minimum  est 

d'ailleurs  unique,  car  -j-^  ne  peut  changer  de  signe  pour 

^'^.    dv 
une  valeur  qui  annulerait  -7-  =  o . 

4**  La  vitesse  u^  minimum  est  nécessairement  plus 
petite  que  la  vitesse  terminale  v'  puisqu'on  a  : 

— ^^ — -  =  —  sin  ':  et  — ^—^  =  i . 

9  9 

A  partir  du  poin!  ^ï\„,v,„),  cF  croît  de  même  que  sin  t, 

9- 


yom 


n 
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sans  que  -7—  puisse,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  s'annuler  de 
nouveau. 

Lorsqile  t  ^ ,  la  vitesse  v  deviendra  égale  à  la 

vitesse  terminale  v'. 


107.  Discussion. —  En  vue  de  discuter  les  conditions 
d'existence  du  minimum  de  v,  considérons  les  deux  équa- 
tions auxquelles  y,n  et  t^  doivent  satisfaire  simultanément  : 

g  sin  Tjn  +  cF(i»m)  =  o 

d'une  part,  et  Thodograplie  de  l'autre,  qu'on  écrira  : 

dlvcosz)  cF     d-: 

V  cos  T  g     cos  T 

Intégrons  cette  équation  différentielle  à  partir  du  som- 
met (Vs,  o)  jusqu'au  point  de  vitesse  minimum  (i',„,  t^). 
Il  viendra  : 

T  t».nCOSTm  /''^m  cF       cfl 

Log — =/ . 

Vs  Jq       g    cosT 

cF 

Entre  V^  et  Vm,  la  vitesse  v  diminue  ;  le  rapport con- 
serve toujours  une  valeur  finie.  Soit  k  une  valeur  mo venue 
de  ce  rapport  entre  ses  deux  valeurs  extrêmes.  On  sait  que 
l'intégrale  pourra  s'écrire  : 

.^COST.„_^.p.A-     . 

V  s  Jo  COS  T 

et  comme  on  a 

-^T     d 


on  aura  : 


V  s  \  4         '^  / 


^î^f^ 
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OU  bien  : 


Vs 


TT       .       Tm 


*Mt+  , 


COSTni 

ce  qu'on  peut  écrire  *  : 

I  Vm  =  Vs(l  siuTm)-^  COS^-^Tm. 

Les  deux  relations  qui  définissent  le  point  (v^,  Xm),  savoir  : 

(a)  g  sin  t^^  -f-  cF  (vm)  =  o,  condition  du  minimum, 

(P)  Vm  =  Vs  (i  —  sin  Tm)"^  cos^~^  Tm,      intégrale  de  Tho- 

dographe, 
doivent  être  compatibles. 

a)  Supposons  Tm  =  o.  L'équation  (a)  exige  ou  c  =  o  ou 

Fli'm)  =  o.  . 

Si  c  =  o,  on  est  dans  le  cas  du  vide  ;  la  seconde  équation 
donne  Um  =  V^.  Le  minimum  de  vitesse  a  lieu  au  sommet  de 
la  trajectoire. 

Si  F(vni)  =  o,  il  en  résulte  que  v^  =  o  (^  moins  que  la 
résistance  F(i»)  ne  contienne  une  constante,  auquel  cas  u,„ 
ne  peut  être  égal  à  zéro).  Si  ^m  =  o  la  deuxième  relation, 
où  on  fait  Tj^  =  o,  donne  Yg  =  o.  La  vitesse  au  sommet 
étant  nulle,  on  se  trouve  dans  le  cas  du  mouvement  vertical 
ascendant. 

b)  Supposons  T,n  = '—.   L'équation   (a)  donne  alors 

^  On  a,  en  effet  :  tg 1 )  zz: ,  puisque  Ig  —  =:  i . 

V  4        2  /  T  4 

^   i-tg- 


Mais  Igl.  ==\^l 


COST  I  COS 


-j-  COS  z  sin  z 

^  /tz    ,     z\       sinx  +  (i — cost)       [sinx  +  i  —  cosxl- 

Donc  :  tg     ---\ ]z=-. '- {=-—> 7 h 

\4         "^  )       sinx  —  (i — cosx)      sm^x  —  (i  —  cosx)-* 

(i — cosx)  [2 -f- 2  sin  xj   I -f-sinx   cosx 

2(1  —  COS  x)  COS  X  COS  X  I  —  sin  x 
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cF(v  ) 

— i-2î^  =  I .  Comme  V»  >  Vn,,  puisque  v  diminue  à  partir 

g  .     cF(Vs) 

du  sommet,  on  a  — ^— ^  >  i  et  par  suite  k  >  i  puisque  k 

est  une  valeur  moyenne  entre  — ^ — -  et  — ^ — - . 

Mais  si  /c  >  i ,  le  second  membre  de  Téquation  (P)  pour 
sin  Tm  =  —  I,  devient  — r-  Vg  cos^~^  Tm  c'est-à-dire  zéro,  | 
puisque  x^  := —. 

On  aura  donc  Vq,  =  o,  ce  qui  est  incompatible  avec 
— i-5îz=  I  à  moins  que  i*  c  =  oo,  si  F(i;)  =  o  (mouvement 

impossible)  ou  que  2^  la  résistance  ne  contienne  un  ternie 

cY(o) 
constant  ¥(v)  =  a  +  'K^)  *^^  ^^^  — ^^  ^  i . 

En  résumé j  dans  la  trajectoire  atmosphérique,  le  minimum 
de  la  vitesse  se  trouve  sur  la  branche  descendante  en  un 
point  (vm,'Cm)  qui  n'est,  en  général,  ni  le  sommet,  ni  l'extré- 
mité verticale  de  cette  branche.  Ce  minimum  satisfait  à  la 
condition 

g  sin  x„  -|-  cF(i;n,)  =  o. 

108.  Tangentes  en  différents  points  de  Thodo- 
graphe.  —  De  l'équation  établie  précédemment  (io3). 

_£COST_ 

^  cF+5^sint' 

on  déduit  immédiatement  les  propriétés  qui  suivent. 

a)  Pour  y  =  00  ,  on  a  cF  =  00,  donc  I  =  o.  L'ho- 
dographe  a  pour  direction  limite  à  Tinfini  une  droite 
faisant  un  angle  S  avec  Thorizontale  et  passant  par 
Torigine. 

b)  D'après  ce  qui  a  été  démontré  précédemment  (io4) 
pour  un  angle  (ti  -|-  0),  on  a  encore  v  =  00  ;  la  courbe 
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a  donc  un  point  à  T infini  dans  la  direction  directement 
opposée  à  la  première. 

c)  Au  sommet  de  la  trajectoire  où  x  =  o  et  u  =  V^, 

^^  ^  tg  I  =  -^^ 


cF(V3) 

ou  encorç        tg  I  =  ^\r\'  ^       puisque      — ^-^  =  i 

&  F(V3)'      ^     ^  ^ 

c?)  La  tangente  au  point  situé  en  amont  du  point  de 
vitesse  minimum  et  où  la  vitesse  est  égale  à  la  vitesse 

terminale  v\  va  passer  par  le  point  ( ,  v'\  de  Tho- 

dographe,  car 

^               COST                                   T         ^           '^        {         \ 
tgl== -—: dou  I  =  — (107) 

^  I  +  sin  T  4         2      ^     '  ^ 

e)  Au  point  de  vitesse  minimum,  le  dénominateur 
s'annule  ;  tg  I  devient  infini  et  par  suite  le  rayon  vecteur 
est  normal  à  Thodographe. 

/)  Au  point  (  —  --• ,  î^'  1  ,  tg  I  se  présente  sous  la  forme  — 

puisq[ue  cos  t  =  o  et  sm  t  =  —  i ,  avec  — ^— ^  =  i . 

Cherchons  la  vraie  valeur  en  prenant  la  dérivée  des 

,  ,  \    dv         cF+osinx 

deux  termes  du  rapport =—  = ; 

V    dx  g  cos  T 

on  a  :  ^-,,1.       dv 

,  cb'lim. -7 — h^cosT 

I     1  •            (Jiv                                    ClZ 
-y  lim.   -7-=   : 

V  dx  —  g  sm  t 

et  cette   expression,   au  point  ( ,v'j   se  réduit  à 

i    ,.        dv         cF'  ,.        dv 
—7-  lim.  -y-  = lim. 


v'         '   dx  g  '   d-z 


♦   -.  7 
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Cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  par  l'une 
ou  l'autre  des  hypothèses  suivantes  : 

dv  ,.        dv  I  cF' 

lim.  — 7— =  o,       lim. -7- =  00,       -7-= . 

ar  «T  V  g 

Dans  ce  dernier  cas,   comme  au  point  ( ,v') 

.   cF  ,     .  ^      ^      \ 

on  a  aussi =  i,  on  en  déduit  F  =  v'F\  ce  qui 

exige  que  dans  le  voisinage  de  la  vitesse  terminale  v',  la 
résistance  soit  proportionnelle  à  la  première  puissance 
de  la  vitesse. 

On  sait  que,  dans  ce  cas  (92),  Thodographc  est  une 
droite  inclinée  sur  la  verticale,  dont  la  direction  dépend 
des  conditions  initiales  du  mouvement. 

g)  Pour  la  discussion  des  deux  autres  cas  où  -j-  a  pour 

limite  soit  zéro,  soit  l'infini,  nous  procéderons  au  calcul 
qui  suit.  ,  V  ^ 

Au  voisinage  du  point  (  —  — ,  vM  ,  posons  t = — — + ft 

et  V  z=z  v^  —  £.  L'équation  de  l'hodographe  développée 

dv  .  c     ^ 

cos  T  -7 V  sin  T  =  —  vt . 

.  d-z  g 

pourra  s'écrire  alors,  en  remplaçant  cost  par  9  et  sinr 
par  —  I  : 

Développant  F  par  la  formule  de  Taylor  et  remarquant 

c  vF' 

que  —  F(^')  =  I,  et  que  — =r-  =  n,  il  viendra  : 

^  =  n  i-         d'où         s  =  a6", 
a  étant  une  constante. 
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Donc  la  tangente  au  point   ( ,v'j  aura  pour 

expression 

Par   suite,   n   étant   Texposant    représentatif   de    la 
fonction  F(v)  au  voisinage  de  v  =  v\  la  tangente  à 

l'hodographe  au  point  f -^v' 

si 


n  >  i 

est  horizontale. 

n  —  I 

est  inclinée. 

n  <  I 

est  verticale. 

109.  Points  d'inflexion  de  Thodographe.  — Dans 
une  courbe  en  coordonnées  polaires /(r,T)=  o,  le  rayon 
de  courbure  est  défini  par  la  relation  : 


R  = 


v' 


dv 


•">— 1 


3  f- 


dv\^  d^v 


V^-\-2   \  -r-  I     V 


d-z  )  dx^ 


—  \ 


et  les  points  d'inflexion  seront  déterminés  : 

I®  Par  les  valeurs  qui  rendent  -7—  infini  ;  en  effet  -7- 

figure  au  numérateur  à  la  puissance  3  et  au  dénomina- 
teur à  la  puissance  2  seulement. 

1^  Par  les  valeurs  qui  rendent  v  infini,  et  pour  la 
même  raison. 

3°  Enfin  parles  valeurs  qui  annulent  le  dénominateur. 

d'v 
En  tenant  compte  de  la  valeur  de  -j-^  calculée  au 

n^  106,  le  dénominateur  prend  la  forme 

1.  (,,F  _  F)   f  sin  T  +  -  f)  — V- 

(J   ^  ^    \  (J      I     cos^'t 

et  cette  quantité  s'annule  : 
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a)  Si  c.=  G  {cas  du  vide);  l'hodographe  est  en  e£fet 
une  verticale,  présentant  un  point  d'inflexion  continu. 

b)  Si  {vF'  —  F  =  g)  ,  c'est-à-dire  chaque  fois  que  la 
courbe  passe  par  un  point  de  la  fonction  F(i;)  où  celle-ci 
devient  proportionnelle  à  la  simple  vitesse. 

c)  Si   (sinTH =  g]  ,  c'est-à-dire  aux  points  de 

vitesse  minimum  de  l'hodographe. 

d)  Au  point  f ,  v'j  l'expression  se  présente  sous 

.    ,    G  /  .  cF\      I 

la  forme  indéterminée—  par  le  facteur  (  sin  x  +  ~  )  ■^j- 


G  ^  \  g  /  cos^  T 

Mais  il  est  possible  de  lever  cette  indétermination  en 
remarquant  que,  chaque  fois  que  le  dénominateur  du 
rayon  de  courbure  R  s'annule  par  l'annulation  d'un 

des  facteurs  (vF'  —  F)  ou  f  sin  t  H F  ) ,  1^  rayon  de 

courbure  R  change  de  signe.  Donc  pour  déterminer  le 
signe  du  rayon  de  courbure  au  point  ( ^v'j  il  suf- 
fira de  savoir  quel  est  le  sens  de  la  courbure  après  le 
passage  du  dernier  point  singulier, que  l'on  aura  ren- 
contré. 

I  lo.  Forme  générale  de  Thodographe.  —  Les 

théorèmes  précédents  permettent  de  donner  le  tracé 
général  de  l'hodographe  ;  mais  il  faut  distinguer  plu- 
sieurs cas  correspondant  à  des  formes  totalement  difié- 
rentes.  Elles  seront  distinguées  par  le  signe  du  facteur 
(vF'  —  F),  qui  peut  sur  toute  la  trajectoire  être  positif 
ou  être  négatif  ou  enfin  être  tantôt  positif ,  tantôt  négatif. 

Comme  on  a:       i^F'  —  F  =  {n — i)F, 


7-:- 


€'' 
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les  trois  formes  d'hodographe  seront  distinguées  par  la 
valeur  de  n.  Le  cas  intermédiaire  de  /i  =  i  conduit 
au  cas  singulier  d'un  hodographe  linéaire. 

Première  forme .  —  On  an>  i  sur  toute  la  trajectoire. 
—  D'après  le  théorème  dun®  109,  le  seul  point  où  il  y 
aura  un  changement  de  courbure  de  Thodographe  sera 
celui  où  se  produit  la  vitesse  minimum  définie  par  la 
relation 

— î^-^+sm  Tm=  o. 

Pour  avoir,  par  conséquent,  le  signe  de  R  depuis 
t'  =  oc  jusqu'au  point  de  vitesse  minimum,  il  sufi&t  de 
connaître  son  signe  au  sommet. 

Or  on  trouve,  par  un  calcul  facile,  pour  la  valeur  du 
rayon  de  courbure  au  point  (Vs,o) 


9^ 

s  y»2T?2 


R.= 


1  + 


cFA  m 


s 


2 


c^Fl  I  —  n 

Donc,  au  sommet,  la  concavité  de  la  courbe  est  tour- 
née  du  côté  opposé  à  F  origine, 

La  tangente  en  ce  sommet  a  pour  expression  : 


tgl  = 


9 


cF. 


L'hodographe  tournera  sa  concavité  du  même  côté  jus- 

cF(v  ) 
qu'au  point  de  vitesse  minimum  où  — —^  +  sin  t^  =  o . 

Un  point  d  inflexion  se  produira  en  ce  point  ;  puis  de  là 

au  point  f ,  v'j  la  concavité  de  la  courbe    sera 

tournée  du  côté  de  l'origine. 
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Au  point  [ —  '-^v']  la  tangente  sera  horizontale  (i 08). 

D'ailleurs,  en  ce  point,  le  rayon  de  courbure  ne  sera 

dv 
point  infini  ;  on  le  vérifie  en  faisant  -7—  =  o  dans  Tex- 

pression  de  R  ce  qui  ne  peut  rendre  nul  le  dénomina- 
teur. 

La  figure  ci-dessous  (Forme  I),  représente  la  forme 
de  rhodographe  pour  n>  i. 

Elle  admet  une  asymptote  d'inclinaison  6  pour  le 
point  à  l'infini. 

La  courbe  lieu  des  points  d'inflexion  et  de  vitesse  mi- 

^     nimum  répond  à  l'équation  : 


cF(v) 


-\-  sinT=  o. 


Comme  au  point  / ,i>M 

le  rayon  de  courbure  n'est 
pas  infini,  il  y  aura  une 
seconde  rencontre  de  Vho- 
dographe  et  de  la  courbe 
de  vitesse  minimum  pour 

un  point  {v^^^Zj^)  au  delà  de  ( ) . 

Il  faut  considérer  les  branches  ùv'  et  ÙV  de  Fhodo- 
graphe  comme  parcourues  par  le  projectile  dans  le  sens 
des  flèches  ;  elles  appartiennent  à  deux  trajectoires  dif- 
férentes possibles  du  même  projectile,  suivant  les  con- 
ditions initiales  du  mouvement  (69).  On  voit  cepen- 
dant que  les  deux  trajectoires  Q  et  Q'  sont  telles  que  le 
projectile  arrive  à  la  vitesse  terminale  u'  en  augmentant 
toujours  de  vitesse. 
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La  branche  Q'  de  l'hodographe  présente  un  point 
{v  ,Tn)  où  la  vitesse  verticale  (v  sin  t)  passe  par  un  mi- 
nimum. Comme  on  a 


d(v  sin  t)  v 


I  -\ sm  T 

9 


dx  COS  T 

le  point  (Dn,Tn)  sera  défini  par  la  relation  : 


I  -f- 


cF(f„)    . 

^ ^  -  cin  (^      — — 


sinr. 


o 


Exercice.  —  Démontrer  qu'un  tel  point  ne  peut  exister 
sur  la  branche  i2,  mais  existe  toujours  sur  la  branche  ^'. 

Deuxième  forme .  — Onan<  i  sur  toute  la  trajectoire. 
—  On  établira  par  le  même  raisonnement  les  propriétés 
de  l'hodographe  dans  le  cas  de  n  <  i  qui  sont 
inverses  de  celles  du  cas  précédent. 

a)  La   concavité   au  sommet  est 
tournée  vers  l'origine. 

b)  Pas    d'asymptote,    mais    une 
direction  parabolique  0. 

c)  Tangente    verticale    au   point 


M. 


v'. 


Forme  II 


Fig.  46. 


d)  Inflexion  en  ce  point. 

e)  Pas  de  point  de  vitesse  minimum  ni  de  point  de 
vitesse  verticale  minimum  sur  la  branche  iï. 

f)  Le  projectile  sur  la  branche  £l!  arrive  à  la  vitesse  u' 
par  des  vitesses  qui  vont  sans  cesse  en  diminuant. 

La  forme  de  l'hodographe  qui  correspond  à  l'hypo- 
thèse /i  <  I  est  représentée  ci-dessus.  (Forme  II.) 

Forme  composite.  —  n  passe  par  la  valeur  i.  —  Si 
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du  point  O  comme  centre,  on  décrit  des  cercles  ayant 
comme  rayons  les  valeurs  des  vitesses  critiques  pour 
lesquelles  la  fonction  F  (y)  admet  comme  exposant 
représentatif  la  valeur  i,  Tintersection  de  ces  courbes 
avec  les  différents  hodographes  de  tous  les  projectiles  pos^ 
sibles  sera  un  point  d'inflexion  de  ces  hodographes. 


Fig.  47. 


Fig.  48. 


Les  deux  figures  ci-dessus  représentent  le  cas,  la  pre- 
mière (i)  de  une  variation  de  courbure,  la  deuxième  (2) 
de  deux  variations  dues  au  passage  de  F(r;)  par  l'expo- 
sant I. 


III.  Ensemble  des  hodographes  d'un  projec- 
tile. —  Etant  fixée  une  fois  pour  toutes  la  fonc- 
tion F(v)  de  la  résistance  de  l'air,  commune  à  tous  les 
projectiles,  un  projectile  particulier  sera  complètement^ 
déterminé  au  point  de  vue  balistique  :  1®  par  la  con- 
naissance de  la  vitesse  terminale  v',  telle  que  — ^—^  =  i , 

c'est-à-dire  par  la  connaissance  de  son  coefficient  balis- 
tique ;  2°  par  l'angle  S  correspondant  à  la  vitesse  t;  =  oo 


^ 


•  »i.""*    •■ 


'v  •'-/• 
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et  qui  est  déterminable  à  l'aide  des  3  données  initiales 
(c,  a,  Vq)  du  tir  (io4). 

La  courbe  des  points  d'inflexion  et  de  la  vitesse  mini- 

mum  h  sin  T  =  o 

9 

est  commune  à  tous  les  angles  0,  c'est-a-dire  à  tous  les 
projectiles  de  même  coefiicient  balistique. 

Les  angles  0  variant,  donnent  naissance  à  une  infinité 
d'hodographes,   qui  pour   0  >   o,  ^ 

correspondront  à  la  branche  li  des  yV^i^tif 

courbes  du  n°   1 1  o  et  pour  0  <  o  .-■"  / 

correspondront  à  la  branche  û'  des 
mêmes  courbes. 

C'est  cet  ensemble  qu'indique  la 
figure  ci-contre  où  on    a  supposé      "       j... .  , 
que  sur  tout  le  cours  de  la  fonc- 
tion   F(u),    l'exposant    n    é,tait    supérieur    à    l'unité. 

Le  tracé  de  tous  ces  hodographes  sera  d'ailleurs  faci- 
lité par  le  théorème  suivant. 

1 1 1  his.   Théorème  du  G    Jacob  sur  les  tra- 
jectoires orthogonales  de  l'hodographe.  —  On 

peut  obtenir  l équation  finie  des  trajectoires  orthogonales 
de  rhodographe^  quelle  que  soit  la  fonction  F  (y)  de  la 
résistance,  —  Au  point  (1^,7)  de  l'hodographe,  la  tan- 
gente à  cette  courbe  a  pour  expression  (io3) 

a  cos  T 

tgl  =  -û-^^ • — • 

cr  -i-  g  sinr 

La  trajectoire  orthogonale  au  point  (i^,t)  a  une  tan- 
gente F  telle  que       tg  I  tg  F  =  —  i . 


*     •  I 
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cF  -\-  g  sin  t 


Donc 


tg  I' = - 


g  cos 


Mais  on  a  toujours  dans  une  courbe  polaire 

[s  1= 

^  dv 

et  par  suite  dans  le  cas  actuel 

vd-:  c¥  "{-  g  sin  t 


dv 


g  cos 


On  en  déduit  : 
c¥ 


dv  4-  sin  T  c?y  +  V  cos  t  c/t  =  o 


ou  encore  : 


cF 


dv  -+-  d[v  sin  t)  =  o 


et  cette  équation  s'intégrera  sous  la  forme  : 

c    C^ 

V  sin  T  H /   Fc?i'  -|-  K  =  G 

g  Jv 

avec  deux  constantes  V  et  K  réduc- 
tibles à  une  seule.  Soit  V  la  cons- 
tante qui  correspond  3  7  = 

dans  l'intégrale  ;  on  aura  K  =  V 
et  par  suite  la  formule  devient  : 


Fig.  5o. 


î;  sin  T  H /    Ydv  +  V  =  o. 

gjy 


Cette  formule,  en  faisant  varier  le  paramètre  V,  donne 
une  série  de  courbes  Vj,  ^  2,  Vg. . .  qui  sont  les  trajectoires 


Vf  'A     I 
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orthogonales  de  tous. les  hodographes  d*un  même  projec- 
tile^ c  =  constante. 

Exercices.  —  i^  Discuter  la  forme  de  ces  trajectoires 
orthogonales. 

'1^  Lieu  des  points  de  ces  trajectoires  où  les  tangentes 
sont  verticales  : 

•      cF    . 

sin  T  -[-  I  =  o. 


30  Cas  de  F(u)  =  B^v^. 

I  11  ter.  Théorèmes  du  C^  Henry.  —  Les  inté- 
grales du  mouvement  et  leur  dépendance  avec  Thodograplic 
Seuvent  s'interpréter  géométriquement 
e  la  manière  suivante. 
Soient  : 

V     dx 


dl  = 


COST 


V^ 


dx  = dz 

9 

dy  =  -'  —  tg'^dx 


% 

/H 

0 

r^ 

,.  li;    y^ 

»/ 

m 

^^M| 

p 
\ 

J 

Fig.  5i. 


les  équations  du  mouvement  et  soit  tracé  l'hodographe  H 
dans  le  plan  y,o%. 

i^  Soient  deux  points  de  l'hodographe  infiniment  voisins 

m  et  m'.  L'aire  élémentaire  omm'  est  égale  à — v-d-:  ;  gdx  est 
donc  le  double  de  cette  aire  élémentaire.  ^ 

'1^  Soit  oz  une  normale  au  plan  xo;  de  l'hodographe  ;  en 
chaque  point  m  de  cette  courbe,  menons  une  droite  mM 
parallèle  à  oz  et  égale  à  tg  t  ;  comme  oHj  =  do?  tg  x,  on  aura 
gdy  =  aMm  aire  omm! .  Si  on  mène  alors  MA  parallèle  à  om^ 
cette  droite  aura  pour  équation  z  =  tg  t  et  ^  =  x  tg  t  ;  elle 

engendre  donc  le  paraboloïde  z  =  —  et  on  peut  dire  : 


'3. 
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gdy  est  le  double  du  volume  élémentaire  compris  dans  le 
cylindre  droit  qui  a  pour  base  Vhodographe,  entre  cet  hodo- 

graphe  et  le  paraboloîde  z  =  —  > 

i^  Projetons  en  Afjiet  A'fx'  sur  le  plan  zx  les  'i  génératrices 

consécutives  AM  et  A'M'  du  paraboloîde.  Gomme  A|jl  =  x 

d'z 
et  AA'  =  dz  =  dtsz  = 3 — ,  Taire  AA'ulu.'  sera 

^  COS-T  '  ^^ 

.                        dz  vd-z 

■mz  =  V  cos  T : —  = 


cos-  T         cos  X 

Donc  gdt  est  la  projection  sur  le  plan  zy.  de  Vaire  paraboï" 
dale  qui  limite  le  volume  élémentaire  précédemment  défini. 

En  passant  aux  équations  finies,  on  aura  les  3  théorèmes 
suivants  : 

I**  L'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  de  Ikodographe  entre 

deux  positions  quelconques  de  ce  rayon  est  égale  à-^  gx. 

'1^  Le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  Vaire  balayée  et  est 
limité  d'un  côté  par  cette  aire  et  de  Vautre  par  le  paraboloîde 

z  =^  —  a  un  volume  égal  à — gy  (ce  volume  doit  être  compté 

positivement  pour  des  valeurs  de  x  positives,  négativement 
pour  des  valeurs  de  x  négatives). 

3°  La  fraction  du  paraboloîde  qui  limite  le  volume  précédent 
se  projette  sur  le  plan  de  xz  suivant  une  aire  trapézoïdale  égale 
àgt. 


On  peut  remarquer  que  le  paraboloîde  2:  =  — est  la  sur- 

face  décrite  par  une  droite  parallèle  au  plan  des  x$  s'ap- 
puyant  sur  fa  normale  oz  à  ce  plan  et  sur  la  diagonale 
d'une  face  opposée  d'un  cube  construit  sur  xo$. 

Les  théorèmes  précédents  montrent  comment  la  connais- 
sance de  rhodographe  permettrait  par  des  quadratures  gra- 
phiques de  déterminer  les  autres  éléments  du  mouvement  : 
c'est  l'interprétation  géométrique  des  équations  du  n^  90. 
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I  2.  —  Forme  générale  de  la  trajectoire 

112.  La  trajectoire  est  une  courbe  plane.  —  En 

effet,  le  plan  vertical  mené  à  un  instant  quelconque  du 
mouvement  par  la  tangente  à  la  trajectoire  contient 
.tous  les  éléments  du  mouvement,  c'est-à-dire  la  vitesse^ 
là  résistance  de  l'air  supposée  tangentielle  et  la  pesan- 
teur. Le  projectile  ne  peut  donc  sortir  de  ce  plan. 

Comme  des  deux  forces  qui  agissent  sur  le  projec- 
tile, l'une,  la  résistance  de  l'air,  ne  peut  avoir  d'autre 
effet  que  de  le  retarder  suivant  la  tangente  et  l'autre  la 
gravité  que  de  l'abaisser  suivant  une  verticale,  la  tra- 
jectoire tournera  sa  concavité  vers  le  bas,  c'est-à-dire 
vers  les  y  négatifs. 

ii3.  L'inclinaison  de  la  tangente  va  toujours 
en  diminuant  quand  l'abscisse  croit.  —  En  effet, 

on  a  (102)  dx  = c?t,  ce  qui  montre  que  dx  et 

d-:  sont  toujours  de  signes  contraires. 

Supposons  qu'à  l'origine  du  mouvement,  t  ait  une 
valeur  positive  a  ;  a  est  V angle  de  projection.  Dans  le 
sens  des  x  croissant,  t  commence  à  diminuer  jusqu'à 
atteindre  la  valeur  zéro. 

Au  point  7=0,  correspond  le  sommet  S  de  la  tra- 
jection  atmosphérique  qui,  dans  l'hypothèse  de  a  posi- 
tif, comprend  ainsi  une  branche  ascendante  et  une 
branche  descendante . 

A  partir  du  sommet,  t  change  de  signe,  devient  par 
conséquent  négatif  et  augmente  en  valeur  absolue.  Mais 

cet  angle  ne  peut  jamais  dépasser  la  valeur  f ^ 

BALISTIQUE.  10 
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car  pour  t  =?  —  • — ,  la  vitesse  serait  dirigée  suivant  la 

verticale  et  tous  les  éléments  du  mouvement,  vitesse, 
résistance  et  gravité  seraient  en  ligne  droite,  de  sorte 
que  le  projectile  ayant  atteint  cette  verticale  ne  pourrait 
plus  la  quitter. 

114  La  vitesse  horizontale  diminue  quand 
r abscisse  croit.  —  En  éliminant  d'z  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (3)  du  n**  102  il  vient 

d(v  cos  t)  = dx. 

Le  second  membre  est  toujours  négatif  si  dx  est  posi- 
tif ;  d(v  cos  t)  étant  ainsi  négatif,  la  vitesse  horizontale 
u  ==v  cosT  diminue  quand  l'abscisse  croît. 

II 5.  Comparaison  des  deux  branches  de  la 
trajectoire.  —  Soit  une  trajectoire  d'origine  0  et 

.  de    sommet   S.    Considérons 

^^^-^-T'-^v^^  deux    points  A,  et  A^  situés 

4f/^        \      /^^         sur    une    même    horizontale 
/>--*/ - ^ -*i -n         (mêmes  y) . 

*  Soient  v^  la  vitesse  du  pro- 

Fig.  52.  jectile  en  A^,  v.^  la  vitesse  du 

projectile  en  A^; 
Soient  t^  Tinclinalson  de  la  tangente  en  A^,  t^  l'incli- 
naison de  la  tangente  en  A^  ; 
Xj  la  distance  horizontale  de  A^  à  S,  a?^  la  dis- 
tance horizontale  de  A^  à  S  ; 
s^  l'arc  de  trajectoire  A^S,  s.,  l'arc  de  trajec- 
toire A^S. 


:=f^'T^^ 


:■'■':  r- 
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On  a  les  théorèmes  suivants  : 
I**  sur  les  vitesses  v^  >  v^ 

a°  sur  les  inclinaisons 
3**  sur  les  abscisses 
4°  sur  les  arcs 


'1 

<T, 

X^ 

>X, 

«1 

>  S,. 

Cette  propriété  résulte  immédiatement  de  Tapplica- 
tion  du  théorème  des  forces  vives;  pour  deux  points 
situés  à  la  même  hauteur  au-dessus  du  sol,  le  travail  de 
la  pesanteur  est  nul,  et  celui  de  la  résistance  de  Tair  est 
négatif.  Ainsi  on  écrira  : 

ds  étant  Télément  d'arc  do  trajectoire.  Le  second  membre 
étant  négatif,  on  aura  i\>v^.  c.q.f.d. 

L'équation  (4)  du  n^  102  peut  s'écrire  : 

dy  I  d'z 

v^  cos''  w  g    ^     cos''  T 

Intégrons  sur  la  branche  ascendante  depuis  y  jusqu'au 
sommet  où  y  =  Y,.  On  aura  : 

/  N     r^'       dy  i    [^  di  1^2 

(0  ;      z     1    = ;  tgT — —  =  — tg^T,. 

Intégrons  sur  la  branche  descendante  depuis  Y,,  som- 
met, jusqu'au  point  d'ordonnée  y.  On  aura 

Jys  "0  cos"  T  9  *^o  ^^^  '^  ^9 
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En  changeant  les  signes  de  cette  dernière  intégrale 
dans  les  deux  membres,  on  écrira 

r^'       dy       _  j_^ 

^    ^  '  f^COsH  2Q      ^     '^ 


y 


^9 


Mais,  d'après  le  théorème  du  n^  114,  la  vitesse  hori- 
zontale V  cos  T^  est  plus  petite  en  tout  point  de  la  branche 
descendante  qu'en  un  autre   point   quelconque  de  la 

branche  ascendante.  Donc,  chaque  élément  — ; — '^, —  de 
,  xr  cos'^  T 

l'intégrale  (2)  est  plus  grand  que  le  même  élément  de 
l'intégrale  (  i)  et  comme  les  limites  y,  Y,  sont  les  mêmes, 
l'intégrale  (2)  est  plus  grande  que  l'intégrale  (i).  Donc 

Comme  on  a  rfjc  =  — — ,  on  écrira,  pour  la  branche 

tgT 

ascendante  : 

dy 


^1=  / 


et  pour  la  branche  descendante 

'^'«    dy 


x,=  f 


Mais  puisque  t^  >  Tj  et  que  les  limites  sont  les  mêmes, 
on  aura  chaque  élément  de  la  seconde  plus  grand  que 
l'élément  correspondant  de  la  première  :  donc  x.y<x^^. 

4°  —  5,  >  5,. 

On  a  ds  =    .  ^     . 

smT 


r^^  .  ; 


o^ 
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Le  raisonnenient  est  le  même  que  dans  le  cas  précé- 
dent*. 

1 16.  Origine  et  point  de  chute.  —  Les  théorèmes 
précédents  appliqués  à  Vorigine  et  au  point  de  chute 
s'énoncent  ainsi  : 

I*  La  vitesse  restante  V.  est  plus  petite  que  la  vitesse 
initiale  V,  ; 

2?  L^angle  de  chute  co  est  plus  grand  que  Fangle  de 
projection  a; 

3*  L'abscisse  X,  du  point  culminant  de  la  trajectoire 
est  plus  grand  que  la  moitié  de  la  portée  X. 

4*  L'arc  qui  va  de  l'origine  au  point  culminant  est 
plus  grand  que  la  moitié  de  Tare  total  de  l'origine  au 
point  de  chute. 

I  3.  —  Branche  ascendante 

117.  Point  û.  —  L'origine  (a, V^)  de  la  trajectoin? 
définie  par  la  bouche  du  canon  n'est  qu'un  point  quel- 
conque, analytiquement  parlant,  et  sans  propriétés  spé- 
ciales de  cette  courbe.  On  peut  donc,  en  donnant  à  x 
des  valeurs  négatives,  suivre  le  projectile  en  amont  de 
l'origine  et  chercher  les  propriétés  de  la  trajectoire  dans 
cette  région,  analytiquement  définie  par  la  même  équa- 
tion. ç> 

v 
L'équation  dx  = rfx  (102)  montre  que  si  dx 

est  négatif,  d-z  sera  toujours  positif;  l'inclinaison  aug- 

*  On  ne  peut  établii:  un  théorème  analogue  sur  les  temps  t^  et  (^, 
parce  que  dt  =  — : — —  et  que  pour  le  même  ^,  v  et  sin  z  varient  en  sens 
contraire  sur  les  deux  branches. 

10. 


N^ 
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mente  donc  en  amont  de  l'origine.  D'autre  part  Téqua- 

tion  de  1  hodographe  -7*-  = montre  que   du   est 

positif  en  même  temps  que  gt.  La  vitesse  horizontale 
u  =  V  cos  T  croît  donc  et  comme  cos  t  décroît,  on  voit 
que  V  croîtra. 

Il  a  été  démontré  (104)  qu'avant  d'arriver  a  la  limite 

—  de  l'angle  t,  la  vitesse  v  devenait  infinie.  Le  point  Ù 

de  la  trajectoire  qui  correspond  à  une  vitesse  infinie  est 
l'extrémité  de  la  branche  ascendante  et  la  véritable  ori- 
gine de  la  trajectoire  :  ce  sont  les  propriétés  de  la 
courbe  au  point  û  que  nous  nous  proposons  maintenant 
d'étudier. 

Rappelons  que,  par  hypothèse,  F  (  00)  ==  00  . 

118.  Tangente  au  point  û.  —  Nous  avons  déter- 
miné (104)  la  limite  0  de  l'inclinaison  t  sur  l'hodo- 
graplie.  Cet  angle  0  est  aussi  l'inclinaison  de  la  tan- 
gente au  point  Q  de  la  branche  ascendante. 

Nous  avons  vu  que  la  démonstration  était  basée  sur 

/'^'*  odv 
l'hypothèse  qu'une  certaine  intégrale  I     ^      prise  entre 

une  limite  finie  et  00  ,  ne  devenait  jamais  infinie  :  d'ail- 
leurs cette  hypothèse  est  réalisée  lorsque,  pour  les  très 
grandes  vitesses,  l'exposant  n'  qui  caractérise  la  fonc- 
tion F  (y)  dans  ces  régions  est  plus  grand  que  zéro. 
D'une  façon  générale,  on  désigne  par  j[v)  l'intégrale 


'"  gdv 
.  V    ^^ 


On  a  donc  : 

j(.)  _  j(V,)  =  -f 


^  °  gdn 


p^ 
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et  dans  le  cas  actuel  j(oo  )  est  fini.  Dans  ces  conditions^ 
on  énoncera  le  théorème  suivant  : 

La  tangente  extrême  de  la  branche  ascendante  au  point 
(^  co ^Q)  est  oblique;  elle  fait  avec  l'horizontale  un  angle  S. 

119.  Éléments  du  point  Û.  —  La  forme  dévelop- 
pée de  Thodographe  (io4). 

q    dv           dz     f     ,      ff     .'    ^ 
^  -=r  = I  +  -^  smT 

C    Vb  COST    \  et  J 

montre  que  pour  des  valeurs  très  grandes  de  u,  dans  le 

voisinage   par  suite  du    point  û,  le    facteur  -^  sin  t 

devient  très  petit  et  par  suite  négligeable  devant  Tunité. 

L'hodographe   tendra  donc  à  se  réduire  à  la  forme 

simple 

g    dv  d'z 

c     vY  COST 

Portons  cette  expression  dans  les  équations  du  n°  102  : 

,  V    d-z  ,  ^^    I  î  ^'^  I 

g  COST  g  g    "^ 

'    Il  vient  : 

,  i  dv       j  I  ycosT  ,         -  I  i^siuT  , 

dt= rpr!    ax= ï= — dv:    ay= ,^— air. 

c  F  c     F         '      -^  cl 

i  ^  Temps.  —  Du  point  (VQ,a)  où  Vy  est  déjà  assez  grand 
pour  que  l'hodographe  simplifié  puisse  être  employé,  au 
point  û,  on  aura  : 

I     Z*^  »  dv 

<x>  •       *  •         - 


•  *    ••  #     •  *  * 
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On  a  déjà  rencontré  la  même  fonction  intégrale  qui  a 
été  désignée  par  la  notation  S(v)  ou  S  par  abréviation  (48) . 

S 


Donc  t  =  iL^îhzSW 


Suivant  que  la  fonction  S  sera  finie  ou  infinie  pour 
v=  00,  fe  temps  mis  par  le  projectile  pour  aller  du  point 
ù  à  un  point  quelconque  de  la  trajectoire  sera  fini  ou 
infini.  ' 

2**  Abscisse.  —  Intégrant  entre  les  mêmes  limites,  en 
remarquant  que  cos  t  peut  sortir  du  signe  /  en  le  rem- 
plaçant par  une  constante  voisine  de  cos0,  on  aura 

vdv 


_     cos(e-s)j  -p-. 

00 


Il  s^ntroduit  ici  la  fonction  D(î;)  ou  D  du  n**  48 
définie  par  Téquation  : 

,  ,  r""  vdv 

D(f)=-X-p-. 

Donc      ^^P(°°)-D(V.)eos(e-s). 

Suivant  que  la  fonction  D  sera  finie  ou  infinie  pour 
u  =  00  ,  r abscisse  x  du  point  û  sera  finie  ou  infinie, 

3"*  Ordonnée.  —  On  écrit  immédiatement 

D(oo  )  —  D(Vo)     .     ,^  ^ 

y  =  — ^^ — ^- ^^— Si.  sm  (0  —  e). 

1,  w  c 


j 


«   **      %         V  te  V       ^W  V  »< 

«-W  V       V      *> 


1- 
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V ordonnée  est  finie  ou  infinie  dans  les  mêmes  condi- 
tions que  r abscisse, 

4**  Asymptote  de  la  branche  ascendante. 
le  point  û  est  rejeté  à  l'infini  dans  la  direc- 
tion 0,  la  question  se  pose  de  savoir  si  la 
trajectoire  admet  une  asymptote  ou  si  elle 
tend  seulement  à  prendre  la  direction  0  à 
la  manière  d'une  parabole  qui  pour  Y  oo  p-  ^tj 
devient  parallèle  à  son  axe. 

L'hodographe ,    au  voisinage  du  point  û,  prend  la 

forme  (io4)  ^ 

g  dv  dx 

C    v¥  COST 

qui  peut  aussi  bien  s'écrire 

(/t  g       i       dv 


cos^T         c   cosT  rF 
Intégrant  de  a  à  t  et  de  V^,  à  f,  on  aura  : 

ou  tgT  =  A  —  kJ(v). 

(ly 

Comme  ->—  =  tg  t,  on  aura  en  intégrant  une  deuxième 

I  vdv 

fois  et  remplaçant  dx  par cos  (0. —  s)     ^    , 

y=zhx-\ cos(0  —  £)  /     J^l^j— rr-. 

Posons   comme   définition    d'une    nouvelle   fonction 

balistique  : 

iv  vdv 

A{v)  =  -       J(tO^, 


!    •  *   •  •• 

"•    >»    *  •  • 

««  *      •    • 


■-f 
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on  aura 

r=A^+-^[A(VJ-A(«)] 

C'est  Téquation  d'une  droite  qui,  à  la  limite,  est  tan- 
gente à  la  trajectoire  au  point  Q  et  qui  coupe  Taxe  des  y 
au  point  : 

Suivant  que  la  fonction  A  sera  finie  ou  infinie  pour 
V  =  00,  r asymptote  au  point  û  sera  à  distance  finie 
[branche  hyperbolique)  ou  à  distance  infinie  [branche 
parabolique) . 

1 20.  Résumé.  —  Ainsi,  les  propriétés  de  la  trajectoire 
au  point  û,  extrémité  amont  de  la  branche  ascendante 
où  la  vitesse  devient  infinie,  dépendent  des  valeurs  finies 
ou  infinies  de  certaines  intégrales  dites  fonctions  balis- 
tiques  de  Siacci^  prises  entre  une  vitesse  finie  et  une 
vitesse  infinie. 

Leur  définition  est  la  suivante  (V  est  une  vitesse 
arbitraire)  : 

/  V  r  Qdv  ,  .  r""  vdv 


'<'^=-£t-^     ^w=-p 


j(  00)  est  fini  par  hypothèse  d'après  la  loi  de  résis- 
tance de  Fair  admise  (n  >  o). 

La  tangente  au  point  Û  est  toujours  oblique. 

Si  1^(00  )  est  fini,  le  point  Û  est  à  distance  finie. 
.  •   infini,  —  —       infinie. 


•  •  •    • 


1  • 
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Si  S (00  )  est  fini,  le  temps  mis  pour  venir  de  ù  est  fini. 
—       miim  —  —  mtini. 

Si  A(oo  )  est  fini,  Tasymptote  au  point  Û  esta  distance 
finie  (branche  hyperbolique). 

Si  A(oo  )  est  infini,  Tasymptote  au  point  ù  est  à  dis- 
tance infinie  (branche  parabolique). 


121.  Exemple.  — 

dant  vers  zéro  pour  v  = 
On  a  : 

gdv 


Soit  F{v)  =  u°  [a  +  6^(u)],  ^{v)  ten- 


dv 


*'^^~"      J      vY    '^       aj  v^-^*         na   u^ 


r   dv 


dv 


dv  i    r  dv  I  I 

F  ~  a  J  "ïF       in —  i)a    u"-^ 


dv 


S(«)  =  -j       p 
,  ,  r    vdv 

m=-j  -r- 

r     vdv g     r  du    g  i 

A(v)  =  — j  J-Tr"^~""^j  ^i^^^~  nOin—'i)a'  '^^^ 


1    r  av  i  I 

a"  J  "û^-*"        (n  —  '2)a    u^"^ 


dv 


On  voit  d'abord  que  n  étant  plus  grand  que  zéro,  c'est-à- 
dire  F(y)  croissant  avec  la  vitesse,  J(  oc)  sera  nul. 
On  peut  ensuite  former  le  tableau  suivant  : 


n 


Le  point  Q  est  à  distance . 

Le  temps  T  est 

L'asymptote  est  à  distance 


<l 

—  I 

<2 

—  2 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

fini 

fini 

00 

00 

finie 

finie 

>2 


finie 

fini 

finie 
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14-  —  Branche  descendante 

122.  Variations  de  la  vitesse.  —  En  fonction 
de  dt^  on  a  (87)  : 

dv  fcF 

et  cette  équation  donne  les  mêmes  zéros  que  la  dérivée 

dv 

-j-  dont  Tétude  a  fait  Tobjet  du  |  idu  présent  cha- 

pitre. 

Donc,  à  partir  du  sommet  (t  =  0  et  v  =  V^),  la 
vitesse  v  décroît  ;  elle  passe  par  un  minimum  pour  un 

point  (t;,„,T;„j  tel  que  :       — ^^ — -  -\-  sin  t„,  =  o, 

La  vitesse  croît  ensuite  pour  atteindre  la  valeur  v' 

de  la  vitesse  terminale,  lorsque  t  = . 

On  a  vu  le  cas  d'exception  (io5)  qui  correspond  à 
rhypothèse  cF(o)  ^  g. 

123.  Théorème.  —  Le  temps  nécessaire  au  projectile 
pour  atteindre  la  vitesse  terminale  v'  est^  en  général^  infini. 

On  a,  eh  efifet  (102)  : 

,  V      dz 


g  cosT  ' 


et  le  temps  t  jusqu'à  la  vitesse  v^  sera  donné,  à  partir 
de  la  vitesse  minimum  (f„i,T^),  par  la  formule  : 


T 


gt=  —  f     V 


d' 


COS  T 
»,    ^t,  ».    *• 
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Or  V  est  toujours  différent  de  zéro  et  de  rinfini  dans 
les  limites  de  Tintégration  ;  on  a  donc  : 


gt  >  t)'jf 


d-: 


COST 

Mais  on  a  /      — —  =    cx) ,   car   Tintéffrale   en   est 

J,        COST  ^ 

Log  tg(-T-  -|-  ~j .  Le  théorème  est  donc  démontré. 

La  démonstration  tombe  en  défaut  si  &  peut  tendre 
vers  zéro. 

c¥(o) 

a)  Si       ^     ■  >  I ,  le  temps  employé  pour  éteindre  la 

vitesse,  à  partir  d  une  vitesse  initiale  Vj,  sera 

»0 

\-  sm  T 

9 

et  comme  le  dénominateur  ne  devient  jamais  nul,  le 
temps  sera  fini.  Le  projectile  s'arrêtera  et  restera  immo- 
bile dans  la  même  position. 

b)  Si  — ^^  =  I ,  la  vitesse  tend  également  vers  zéro. 

Soit  m  un  exposant  capable  de  rendre  finie  la  fraction 

cV(v)  \     I 

— ^—  ïj  -^Poury  =o. 

Si  l'on  donne  à  l'intégrale  la  forme  : 

dv 
gt  = 


BALISTIQUE.  \  ^*     *»'*T^ 


sm  T 
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on  en  conclut  que  le  temps  t  est  fini  si  m  <  i  et  infini 
si  m  "^  1. 

La  forme  de  la  fonction  F  est  dans  ce  cas,  par  exemple  : 

cF 

124.  Asymptote  verticale.  —  Théorème.  —  La 
branche  descendante  de  la  trajectoire  admet  une  asymp- 
tote verticale  à  distance  finie. 

Intégrons  en  effet  Téquation  différentielle  qui  donne 

v^ 
Tabscisse     dx  = c/t,     depuis  le  point  (r„i,T„,)  de 

,9  .         f         Ti         \ 

vitesse  minimum  jusqu'au  point  ( ,vM  de  vitesse 

terminale  ;  on  aura  en  désignant  par  X"  Tabscisse  ainsi 
calculée  : 


X''  =  —  /      dMt, 


d'où  on  déduira,  en  remplaçant  v  par  sa  valeur  maxi- 
mum v'  et  par  sa  valeur  minimum  r^^,  la  double  inéga- 
lité : 

f  (-  +  ?)<'^"<t(-  +  t)- 

D'ailleurs,  y  qui  est  donné  par  l'équation 

y=—'^J         v'tg-zdi: 

est  infini. 

Donc  la  branche  descendante   de   la  trajectoire  est 
infinie j  mais  elle  admet  une  asymptote  à  distance  finie. 


Là      tt  .  "       ^  ».  *« 


"  «  "       "  •„- 


i,     ^^» 
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Dans  le  cas  où  la  vitesse  v  tend  vers  zéro,  on  établira 
facilement  les  théorèmes  suivants. 

cF(o) 
a)  Si  — ^-^  >  I ,  Tare  s  de  trajectoire  définie  par 

ds  =  vdt  s'écrira  : 

<!$  = 

et  sera  une  quantité  finie , 

X  et  j  seront  donc  à  distance  finie  :  la  trajectoire  a 
un  point  d'arrêt,  à  tangente  verticale. 

6)  Si  — ^-^  =  I  Tare  est  fini  si  Fexposant  m  défini 

plus  haut  (123  b)  est  <  2  et  infini  si  m  >  2. 

125.  Rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  — 

Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire 
passe  par  un  minimum  sur  la  branche  descendante. 
Le  rayon  de  courbure  r  en  un  point  (v,  t)  d'une  tra- 

îectoire  est  donné  par  la  formule  fSq)  r  == . 

**  ^  ^  ^^  gcosT 

1^  Sur  la  branche  ascendante^  v  diminue,  tandis  que 
cos  T  augmente  ;  le  rayon  de  courbure  va  donc  cons- 

tamment  en  diminuant  jusqu'au  sommet  où  r^  =  — -  . 

2°  Considérons  maintenant  sur  la  branche  descendante 
.un  point  situé  au  delà  du  point  de  vitesse  minimum 
(i'„ï,  T^)  ;  V  croît  et  cos  t  diminue  :  le  rayon  de  courbure 
croîtra  donc.  Par  suite,  entre  le  sommet  et  le  point  de 
vitesse  minimum,  les  variations  de  r  ont  changé  de  signe 
et  le  rayon  de  courbure  a  passé  par  un  piijiimum 
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3°  Pour  déterminer  le  point  où  se  produit  ce  mini- 

V 

mum,  difierentions  Téquation  r  = par  rapport 

y    ,     r\  .  <7C0ST 

a  t.  On  aura  :  *^ 


dr 


2V     dv         ,    sin  T    d-z 


dt         g  LcosT  dt  cos^T    dt 


V 


COST 


'5g  sin  t  +  2cF 


Cette  équation  détermine  un  point  (v^,  t^)  où  le  rayon 
de  courbure  est  minimum  et  pour  lequel  on  a  : 

2  c¥(Vj.)  +  3  jr  sin  T^  =  o. 

Le  rayon  de  courbure  croît  ensuite  jusqu'à  Tinfini 
pour  u  =  d'  et  t  = . 

126.  Trajectoire  des  bolides.  —  Dans  le  précé- 
dent paragraphe  et  dans  celui-ci  nous  avons  suivi  cons- 
tamment le  projectile  sur  la  branche  (fi,V/,  v')  de  Tho- 

dographe  du  n°  1 10  et  jusqu'au  point . 

Mais  rhodographe  comprend  également  la  branche 
(y\iï)  (io4)  où  T  conserve  constamment  des  valeurs 
négatives  et  à  laquelle  correspond  une  portion  de  tra- 
jectoire qui  ne  rentre  pas  explicitement  dans  l'étude  pré- 
cédente. 

Cette  portion  de  trajectoire  sera  caractérisée  par  le 

fait  qu'elle  ne  possédera  pas  de  sommet^  mais  seulement 

une  branche  descendante,  sur  laquelle,  pour  une  certaine 

valeur  —  H,  la  vitesse  v  prendra  une  valeur  infinie. 

. Xfs  jjroprié^s  de  cette  trajectoire  sont  corrélatives  de 

:-/:  *•;:';  *:  - 

»  •  ♦     •  •••   •• 


i 
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celles  de  la  trajectoire  ordinaire  à  laquelle  elle  est  asso- 
ciée et  qu'elle  complète.  Ainsi  le  point  ù\  qui  correspond 
à  une  vitesse  infinie  sur  la  trajectoire  sera  à  distance 
finie  ou  infinie  suivant  que  la  fonction  D  (  oo)  sera  finie 
ou  infinie  (120).  La  considération  des  fonctions  S  (  oc) 
et  A  (00  )  permet  également  Tétude  de  la  forme  de  la 
trajectoire  en  ce  point. 

Il  y  aura  une  asymptote  verticale  à  distance  finie  ou 
un  point  d  arrêt  dans  les  mêmes  conditions  qu'au  n°  124. 

La  vitesse  passera  par  un  minimum  ou  non  suivant 
que  rhodographe  aura  la  forme  I  ou  II  du  n°  110.  La 
vitesse  terminale  sera  v'  ou  o,  comme  il  a  été  dit  au 
n°  104. 

Le  rayon  de  courbure  passera  par  un  minimum 
défini  par  la  même  relation  que  ci-dessus  (i25). 

Il  existera  un  point  où  la 
vitesse  verticale  sera  minimum 
dans  le  cas  de  la  forme  I  de 
l'hodographe  (no). 

La  figure  ci-contre  montre 
l'-ensemble  des  deux  trajectoires 
associées  qu'un  projectile  peut 
décrire.  La  trajectoire  Q  avec 
sommet  est  celle  des  projectiles 
lancés  ordinairement  par  l'artillerie  sous  des  angles 
positifs  ou  faiblement  négatifs  et  des  vitesses  relativement 
faibles. 

La  trajectoire  û'  correspond  à  des  angles  de  projection 
négatifs  et  des  vitesses  de  projection  très  grandes  ;  ce  sera 
la  trajectoire  des  bolides  qui  rencontrent  l'atmosphère 
terrestre  avec  des  vitesses  extrêmement  considérables  et 
sous  des  angles  quelconques. 


Fig.  54. 
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Remarque.  —  On  a  rencontré  dans  la  discussion  du 
mouvement  vertical  descendant  (69)  une  courbe  (u,  cy) 
qui  présente  quelque  analogie  avec  la  trajectoire  :  la 
branche  isolée  û'  du  n*^  69  où  les  vitesses  varient  de  00 
à  v'  dans  le  mouvement  descendant  est  l'analogue  de  la 
branche  ù'  de  la  trajectoire  où  les  vitesses  ont  les  mêmes 
variations. 

Mais  dans  le  mouvement  vertical  descendant,  sur  la 
branche  (û)  les  vitesses  vont  deokv'  en  restant  toujours 
inférieures  à  v'  et  sur  la  branche  ù^  les  vitesses  vont  de  00 
à  v'  en  restant  toujours  supérieures  à  v'.  Au  contraire 
dans  la  trajectoire  atmosphérique  sur  la  branche  Q  la 
vitesse  après  avoir  passé  par  un  minimum  tend  vers  v' 
en  lui  étant  inférieure^  et  il  en  est  de  même  sur  la  branche 
û'  dans  le  cas  de  la  forme  I  de  Thodographe  (no). 
Dans  le  cas  de  la  forme  II,  la  vitesse  tend  vers  v'  sur  la 
branche  û'  en  lui  étant  supérieure. 

11'].  Exercices.  —  i.  Construire  la  courbe  (v,  t)  de  la 
branche  descendante.  —  Tangente  en  un  point,  minimum, 
point  d'inflexion,  asymptote  horizontale. 

2.  Points  remarquables  de  la  branche  descendante .  — Quand 
on  calcule  une  trajectoire,  par  arcs  successifs,  en  adoptant 
comme  division  des  amplitudes  égales  et  très  petites  At,  on 
remarque  que,  sur  la  branche  descendante,  les  valeurs  des 
abscisses  Aa?,  des  temps  A<  et  des  ordonnées  Aj,  peuvent  pré- 
senter des  minima  ou  maxima. 

Etudier  les  circonstances  où  ces  particularités  se  ren- 
contrent. 


[ 


Cela  revient  à  étudier  les  dérivées  par  rapport  à  x  de 


dx  v^  dt  V  dy  u^ 

dz  g  ^         d'z  g  cos  x  '         dz  9 
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On  trouve  que  :  f  dx\ 

1°  On  a  un  minimum  de  f —,—  )  au  point  (v^,  t^)  de  vitesse 
mmimum  ;  \ 

2®  On  a  un  minimum  de  f-j- )  au  point  défini  par  la 
relation  V  ^"^  / 

ig  sin  t;  -f-  cF  =  o . 

Il  "est  situé  entre  le  sommet  et  le  point  de  rayon  de  cour- 
bure minimum  ;  I  dy\ 

3°  Pour  étudier  les  variations  de  {-j-\  il  faut  considérer 
une  équation  du  second  degré  \    '^/ 

acF 
aâin^x-l sin  T  H- 1  =  0. 

9 

Conditions  de  réalité  des  racines,  conditions  pour  qu'elles 

représentent  un  sinus.  Il  y  aurait  un  maximum  et  un  mi- 

/-       cF        3 
nimum  si  y  2  < <  —  .  Ils  se  produiraient  pour  un 

angle  t:  compris  entre  —  3o°  et  —  45°- 

Démontrer  que  ces  conditions  sont  incompatibles  avec 
l'hodographe,  en  raisonnant  dans  le  cas  limite  où  les  deux 
racines  sont  égales. 

En  aucun  cas  donc,  sur  la  branche  descendante  il  ne  peut 
exister  de  maximum  ou    de    minimum  pour  la   quan- 

3.  Ensemble  des  formules  différentielles  du  mouvement.  — 
On  n'a  utilisé  dans  la  discussion  du  présent  chapitre  qu'un 
certain  nombre  des  combinaisons  possibles  des  équations 
différentielles  du  mouvement. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  admette  sept  variables  v, 

u,  /,  T,  a;,  j,  s;  si  on  combine  deux  à  deux  les  différentielles 

du,  rfu,  dt sous  forme  de  rapport,  le  nombre  total  des 

7.6 
combinaisons  sera  -^-7-  =21  formules  possibles,  équations 

différentielles  du  premier  ordre. 
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Combinant  ensuite  deux  à  deux  les  mêmes  variables  sous 

d-v              d-x 
la  forme  —rjj-  , -r-^  etc. ,  on  aura  encore  a  i  combi- 
naisons   nouvelles    d'équations    difierentielles    du  second 
ordre. 

Former  le  tableau  des  formules  auxquelles  on  arrive. 

Démontrer  :  Théorème  1 .  —  Dans  toutes  les  formules  où 
ne  figurent   que  les  trois  lettres  x^  j,  s,  n'entre  pas   le 

cF 

rapport . 

Théorème  2.  —  Dans  toutes  les  formules  où  ne  figurent 

c¥ 

(en  plus  de  x,  j,  s)  que  les  deux  lettres  /  et  t,  le  rapport 

s'introduit  dans  les  dérivées  secondes.  9 

Théorème  3.  —  Quand  on  introduit  une  des  deux  lettres 

cF    ,. 
y  ou  «  le  rapport s'introduit  dans  les  dérivées  premières, 

la  dérivée de  ce  rapport  dans  les  dérivées  secondes. 


I  5.  —  Trajectoires  a  coefficie>'ts  balistiques 

DIFFÉRENTS 

128.  Théorèiôe  I.  —  En  un  point  (v,  t)  d'une  tra- 
jectoire atmosphérique^  le  rayon  de  courbure  ne  dépend 
pas  de  la  résistance  de  lair. 

En  effet,  nous  avons  vu  (89)  que  le  rayon  de  cour- 


bure  r  est  donné  par  récruation  r  ==  —  - 

^  g  cosT 

Cette  relation  ne  renferme  pas  la  résistance  de  Tair  cF. 

Corollaire  I,  —  Si  on  considère  une  série  de  projec- 
.tiles  ayant  des  coefficients  balistiques  différents,  mais 
lancés  du  même  point  (V^,  a)  sous  le  même  angle  de 


sf*. 
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projection  a  et  avec  la  môme  vitesse  initiale  V^,,  toutes 
les  trajectoires  de  ces  projectiles  admettent  le  même 

Y2 

rayon  de  courbure  r  = —  au  point  (V,,,  a). 

*/ 

Corollaire  II,  —  Parmi  ces  trajectoires  se  trouve 
celle  du  vide,  correspondant  à  Thypothèse  c  ==  o.  Cette 
trajectoire  est  celle  qu'un  projectile  quelconque  par- 
courrait si  au  point  (i;,t)  la  résistance  de  Tair  était  tout 
à  coup  supprimée.  On  appelle  cette  trajectoire  du  vide 
au  point  (i^jt),  parabole  de  la  vitesse  en  ce  point. 

Corollaire  III,  —  D'après  le  théorème  I,  une  trajec- 
toire quelconque  est  osculatrice  à  la  parabole  de  la 
vitesse  au  point  commun  (î^,t),  puisque  ces  deux 
courbes  ont  même  rayon  de  courbure. 

Exercices,  —  i .  Trouver  Téquation  du  cercle  osculateur 
en  0  à  la  trajectoire  (Vo,a)  : 


'2 .  Trouver  son  intersection 
avec  rhorizontale  : 

X  = ter  a. 

3.  Trouver  son  intersection 
avec  la  parabole  de  la  vitesse 
en  a  : 

'2V^ 

X  == sin  '2a  =  2A  ; 


Fig.  55. 


j  =  '2X  tg  a. 


129.  Théorème  II.  —  Deux  projectiles  de  coeffi- 
cients balistiques  cet  c'  sont  lancés  du  même  point  (VQ,a), 


II. 
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avec  la  même  vitesse  initiale  V^  et  sous  le  mêm£  angle 
de  projection  a.  Démontrer  que  la  trajectoire  d  est  cons- 
tamment au-dessous  de  la  trajectoire  c,  si  c'  >  c. 

La  démonstration  de  ce  théorème  exige  qu'on  ait 
recours  aux  équations  différentielles  de  la  trajectoire  en 
coordonnées  obliques,  établies  au  n*^  94» 

1*  L'équation  différentielle  analogue  à  Thodographe 
et  qui  n'est  fonction  que  de  deux  variables  est  : 

v^   c¥  ,  .       -L 

dv-== dp,    où    V  =  v^\i  -{-  p^  —  20  sin  a]  2 

g      V  L  1  1  j 

La  variable  v^^  est  la  vitesse  du  projectile  projetée  sur 

dz 
la  tangente  initiale  :     v^  =  -7—. 

^^l^      ^  ^  dy 

On  a,  en  outre,  p  =  -j-  . 

Intégrons  l'équation  différentielle 
depuis  l'origine  (^p  =  o^  v^  =  VJ 
*^'  ^  ■  jusqu'à    une    valeur  p  ;    on    aura 

,,          c    r^  vlF  j  ,        .       . 

^2  =  Vq  —  —  /    dp  pour  la  trajectoire  c, 

i>,  =  Vj, I     — î —  dp  pour  la  trajectoire  &. 

g  Jo       ^ 

Or  si  d  >  c,  ui  est  d'abord  plus  petit  que  v^  ;  mais 
v'^  ne  pourra,  pour  une  valeur  commune  de  p,  dépasser 
v^  ;  car  dans  ce  cas,  on  se  serait  trouvé,  au  passage, 
dans  les  mêmes  conditions  qu'à  l'origine  (égalité  de  v^ 
et  de  p)  et  par  suite  on  aurait  démontré  que  v'^  est,  un 
instant  après,  plus  petit  que  v^. 
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2°  Prenons  le  même  éloignement  z  sur  la  ligne  de 
projection.  On  a  : 

Puisque,  pour  une  même  valeur  de  /),  on  a  toujours 
Uj  de  la  trajectoire  d  plus  petit  que  v^  de  la  trajectoire  c, 
il  faudra  donc  que,  pour  avoir  le  même  éloignement  z 
sur  les  deux  trajectoires,  on  ait  f  plus  grand  pour  la 
trajectoire  d  que  pour  la  trajectoire  c. 

3**  Rabaissement  y  correspondant  à  V éloignement  z 
est  donné  par  la  formule 


=  —  /   pd'. 

a  .L   ^ 


9  J^ 

D'après  la  propriété  précédente,  p  est  toujours  plus 
grand  pour  la  même  valeur  z  sur  la  trajectoire  d  que 
sur  la  trajectoire  c.  Donc  Y  abaissement  y,  d'après  l'in- 
tégrale qui  l'exprime,  sur  celte  trajectoire  c'  sera  plus 
grand  que  V abaissement  correspondant 
au  même  éloignement  sur  la  trajec- 
toire c. 

Donc  la  trajectoire  d  est  au-dessous 
de  la  trajectoire  c  dont  le  coefficient  p-     -„ 

balistique  est  plus  petit. 

Corollaires.  —  i°  La  tangente  en  c'  est  plus  inclinée 
sur  l'horizontale  que  la  tangente  en  c.  Car  p  est  plus 
grand  en  d. 

2°  On  a  ^  =  J     .  Comme  u^  <  ^r,  le  temps  mis 

par  le  projectile  pour  aller  de  l'origine  au  point  de 
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même   abscisse   (ou  de  même  éloignement)   est  plus 

grand  sur  la  trajectoire  d  que  sur 
la  trajectoire  c. 

1 3o.  Théorèmes  sur  le  som- 
met. —  Au  sommet  de  la  tra- 
jectoire, on  a  p  =  tga,  et  les 
théorèmes  suivants  peuvent  être 
énoncés  : 

<<ï^z.   donc    Vs<Vs 


Z3  >  z[ 


x.>x: 


I  r^^  * 

\  s  >  ^  s  7  de  réquation  Y^  =  ~  /      v\ipdf 

Ts  >  Ts,  de  réquation  T^  =  —  /       v^dp 

9J0 

i3f .  Théorème  III.  —  Une  parabole  à  axe  vertical 
ne  peut  couper  la  trajectoire  atmosphérique  en  plus  de 
trois  points  réels. 

Soient  en  effet  y  =  f{x)  l'équation  de  la  trajectoire 
et  jj  =  a  -f-  hx^  +  cx\,  l'équation  de  la  parabole  à  axe 
vertical. 

Si  les  deux  courbes  ont  m  points  réels  communs, 
l'équation  {y  —  yj  sera  satisfaite  pour  m  valeurs  réelles 
de  X.  Or  on  sait,  d'après  le  théorème  de  RoUe,  que  si 
une  équation  admet  m  racines  réelles,  entre  deux  de 
ces  racines  existe  au  moins  une  racine  de  la  dérivée. 

Donc   l'équation  -^  —  -^  ==  o,  admet  au   moins 


dx 

'  dW         d'y 
ni  —  I  racmes  et  l'équation  -7-4 -f-r  =^  o,  admet 

au  moins  m  —  2  racines.  ^^^^ 


K  "*.     "   '  ; 
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Or,  comme  dans  la  parabole  —tt'  "=  const.,  on  aura 

-r^  =  const. 
dx^ 

Mais   dans  toute   trajectoire  atmosphérique,  oh  a  : 

^  =  tgT,  d'où  (102) 

d^y  I      cfr  g 

dx^       cos^ 'zdx  (ycos'zy 

On  aura  ainsi 

- — ^ — ---  =  const. 

[V  COSTj^ 

Or,  on  sait  que  v  cos  t  est  une  quantité  qui  va  tou- 
jours en  décroissant  de  00  à  o.  Il  ne  peut  donc  y  avoir 
qu'une  seule  valeur  de  v  cost  et  par  suite  de  v  qui 
satisfasse  à  cette  équation  * . 

Donc  la  valeur  maximum  de  m  —  2  est  i,  c'est-à- 
dire  que  m  est  au  plus  égal  à  3. 

Corollaires.  —  1°  Si  une  parabole  à  axe  vertical  est 
tangente  en  un  point  à  la  trajectoire  atmosphérique, 
elle  ne  peut  la  couper  qu'en  un  seul  autre  point. 

2°  La  parabole  de  la  vitesse  qui  a  déjà  trois  points 
communs  avec  la  trajectoire  atmosphérique  ne  peut 
couper  la  trajectoire  en  un  autre  point. 

3^  La  trajectoire  atmosphérique  est  comprise  entre 
deux  paraboles  à  axe  vertical  construites  sur  la  portée 
et  tangentes  respectivement  à  l'origine  et  au  point  de 
chute  de  cette  trajectoire. 

*  On  considère  ici  comme  formant  toute  la  trajectoire  soit  la  trajectoire 
avec  sommet,  soit  la  branche  isolée  (126).  Si  on  considère  l'ensemble, 
V  cos  X  prend  deux  fois  la  même  valeur  variant  sur  l'une  et  l'autre  branche 
de  Qo  à  o. 


CHAPITRE  VI 

SUR  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  DE  LA  BALISTIQUE  EXTÉRIEURE 

§  I .  —  Cas  de  F(y)  =  a  -j-  ^^" 

i32.    Objet    du   chapitre.   —   L'intégration   de 

Téquation  différentielle  de  Thodographe    ^    , — ^  = 

qui  est  la  seule  équation  du  premier  ordre  parmi  toutes 
les  combinaisons  possibles  des  équations  du  mouve- 
ment (90)  qui  ne  renferme  que  deux  variables  u  et  t^ 
constitue,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  le  premier  pas  vers  la 
solution  complète  du  problème  balistique. 

Malheureusement,  non  seulement  cette  équation  ne 
peut  être  intégrée  quand  on  laisse  arbitraire  la  fonction 
F(u),  mais  même  les  formes  analytiques  de  F(v)  qui 
permettraient  l'intégration  sont  extrêmement  peu  nom- 
breuses. 

Une  première  forme  est  connue  depuis  longtemps  : 
«  Jean  BernouUi,  le  premier,  dans  les  Actes  de  Leipsig 
«  (p.  21 6,  mai  1719)  réduisit  aux  quadratures  le  pro- 
«  blême  balistique  quand  F(t;)  =  By"^  et  d'Alembert 
«  dans  son  Traité  de  t équilibre  et  des  mouvements  des 
(f.  fluides  (p.  356,  1744)  démontra  que  la  réduction 
«  était  encore  possible  quand  F(f)  =  a  +  bv"^  et  quand 
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«  F(d)  =  a  -\-  b  Log  D,  a,  6  et  n  étant  des  constantes 
«  quelconques.  »  (de  Saint-Robert,  t.  I,  p.  9 5.) 

Plus  récemment,  le  colonel  Siacci  a  indiqué  quelques 
autres  formes  de  F(v)  qui  permettent  d'intégrer  l'hodo- 
graphe  (|  2). 

Le  présent  chapitre  est  consacré  à  faire  connaître 
sommairement  ces  résultats  ;  tout  naturellement  s'y 
joint  l'étude  du  développement  en  série  que  les  équa- 
tions différentielles  du  n®  88  permettent  immédiatement 
d'écrire  par  l'application  de  la  formule  de  Mac-Laurin. 
Cette  méthode  constitue  en  effet  une  sorte  d'intégration 
particulière,  quoique  très  limitée  en  étendue,  des  équa- 
tions différentielles.  Enfin  un  dernier  paragraphe  sera 
consacré  à  la  division  du  problème  balistique  qu'on 
peut  baser  sur  les  propriétés  générales  de  l'hodographe 
dans  le  cas  de  F(î;)  quelconque. 

i33.  Intégrration  de  l'hodogrraphe  dans  le  cas 
où  F(v)  =  a  +  bv^.  —  Nous  supposons,  pour  simpli- 
fier l'écriture,  que  le  coefficient  balistique  c  est  compris 
dans  les  constantes  a  et  6. 

L'équation  diifférentielle  de  l'hodographe  s'écrira 
donc  : 

gd(v  cos  t)  =  v{a  +  6y^)  dx. 

Développant  le  premier  membre  et  divisant  par  y^  +  \ 
il  vient  : 

g  cos T  v~^~~^  dv  —  (a  +  ^  sin t)  y~"  dx  =  bdz 

Dans  le  premier  membre  on  trouve  :  1°  la  fonction 
(a  +  ^  sin  t)  et  sa  différentielle  par  rapport  à  t  qui  est 
g  cosT  ;  2°  la  fonction  v'"^  et,  à  un  facteur  près,  sa  dif- 
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férentielle  par  rapport  à  u,  qui  est  —  nv~^~^.  Il  est 
naturel  de  considérer  le .  premier  membre  comme  la 
différentielle  d'un  certain  produit  d(Mv~^)  où  M  est 
une  fonction  inconnue  ne  dépendant  que  de  t. 

Pour  déterminer  la  fonction  M,  multiplions  les  deux 
membres  de  Téquation  par  un  facteur  intégrant  K  fonc- 
tion de  T,  en  vue  de  rendre  le  premier  terme  de  Féqua- 
tion  différentielle  identique  à  la  différentielle  de 

r/(My-^)  =  —  nv-""-'  Mdv  +  u"^  JM. 

En  identifiant,  on  devra  avoir  : 

dM.  =  —  (a  +  ^f  sin  t)  R^t 
et  —  nM  =  K^  cos  t. 

Divisant  membre  à  membre,  il  vient  : 

dM         n[a  -\-  q  sin  t)  c?t  sin  t    ,  na     d'z 

----.  =  — i î^ <- —  =  n GT  H 

M  (j  cos  T  cos  T  g    cos  t 


En  intégrant  : 


na 


Log  M  =  —  n  Log  cos  t  H Log  tg 


T  +  r) 


ou       Log  M  =  Log 
c'est-à-dire 


cos" 


rt±  f  7z 


M  =  cos-'^T  tg»  I7-  H 


a 


ou  en  posant  —  ==--  A 

9 


r 


M  =  cos-'Ttg"''(y  +  ^ 
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Ainsi     donc,     on     connaît     le     facteur     intégrant 

AlM 

R  = ,  fonction  de  t,  qui  rend  le  premier 

et  COS  T 

membre  de  l'équation  une  diflerentielle  exacte. 

On  aura  ainsi  pour  l'équation  différentielle  de  l'ho- 
do^raphe  : 

^  ^  g    cosT 

En  intégrant  il  viendra  : 


q      J   cosT 


Posons  tg  ^-^  +  -^)  =  î; 

On  en  déduit  : 

cos  T  == 7jr-  :  sm  t 


r 

V 


i  +  î;^  '  .!;'+  I  '  COST       î; 

Avec  ces  notations,  M  devient  : 

M  =  cos-^T tg"^^ (7 + ^)  =  ^''%?T  î^"'  =  ^"' ( ï  +  'QY ^"""'^ 

Portant  cette  valeur  de  M  ainsi  que  les  valeurs  de  d'z 
et  de  cosT  dans  l'intégrale  qui  donne  Mu"  ^,  celle-ci 
deviendra  en  fonction  de  la  variable  ^  : 

2.  g    J 

L'équation  qui  donnera  alors  v  en  fonction  de  ^  est 
la  suivante  : 
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La  constante  est  déterminée  par  la  condition  qu'à 
Uorigine  du  mouvement,  on  ait  à  la  fois  : 

i^  =  Vq    et    T  =  a,     c'est-à-dire     Ç^^  ==  tg  (y  + 

comme  limite  de  l'intégrale . 

Ainsi  doûc,  v  est  exprimé  en  fonction  de  Ç,  au 
moyen  d'une  simple  quadrature.  Le  problème  balistique 
tout  entier  est  alors  réductible  aux  quadratures,  ainsi 
qu'on  le  sait,  puisque  l'hodographe  est  intégré. 

Les  autres  éléments  de  la  trajectoire 

dx  = rfr,  dy^= tgr  ^t, 

j    V     dz  ,  ,v^    di 


g  cosT  g  cosT 

s'écrivent  en  effet,  en  introduisant  la  variable  ^ 

1        v^  v^   Ç^  —  I   d'C 

Gî  = p-  aÇ,  as  ==• p — 

et  en  remplaçant  dans  ces  formules  v  par  sa  valeur  en 
fonction  de  ÎJ,  le  calcul  de  a?,  t,  y  qI  s  sera  ramené  à 
des  quadratures. 

134.  Cas  d'intégration  ^  —  i^  L'intégrale  qui  figure 
dans  l'expression  de  v  s'exprime  en  termes  finis  et  par  con- 
séquent aussi  la  vitesse  v  : 

a)  quand  n  est  un  nombre  entier, 

*  Extrait  de  Saint-Robert,  t.  I,  p.  loi. 


1.  ""'        ' 
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6)  quand  n  étant  fractionnaire, 

-i L      ou        ^  ^        est  un  nombre  entier. 

ao  Les  quadratures  qui  donnent  les  éléments  x,  j,  /,  s  de 
la  trajectoire  s'obtiennent  sous  forme  finie  dans  les  cas  par- 
ticuliers suivants  : 

/  n  ==  o     quel  que  soit  h  ; 

n  =  i     pourvu  que  h  soit  rationnel  et  différent 
de  it  I  ; 

quand  \  n  =  2     quel  que  soit  h  ; 

Al  =  —     pourvu  qu'on  aji  h  =  pq  ±  i  (p  et  g 
P  étant  deux  nombres  entiers) . 

n  =  o     quel  que  soit  h  ; 

n  =  I     pourvu  que  /i  soit  rationnel  et  différent 
de  it  I  ; 

^      X  (  n  =  1     pourvu  que  h  soit  rationnel  et  différent 
quand  ]  de  o  et  de  zb  i  ; 

n  =  -      pourvu  qu'on  ait  h  =  pq  ±  1  (p  et  g 
P  étant  deux  nombres  entiers). 

n  =  o     quel  que  soit  h  ; 
n=  i     quel  que  soit  /i ; 

quand  i  ^  __._     pourvu  qu'on  ait  h=  1  pq±  i  (p  et  q 

P  étant  deux  nombres  entiers). 

«  Soit,  par  exemple,  le  cas  de  n  =  2,  c'est-à-dire 
F{v)  ==  a -{- bv\ 

On  a  pour  l'intégrale  qui  figure  dans  l'expression  de  v 

^         -  *  r2(h+l) 


c^O 


^  2(/i — i)  '     h        a(/i+i) 


T  ?'2ii  I 

^  r2(h-l) ;^o ^  ^2(h  f  1) 


a(/i— i)""  /i        îi(/i+i) 
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«  11  s'ensuit  que  quand  h  est  rationnel  et  différent  de  zéro 
et  de  ili  I ,  les  expressions  de  dx  et  de  dy  ont  la  forme  de 
fractions  rationnelles  ^,  qu'on  peut  intégrer  en  termes  finis, 
au  moyen  des  logarithmes  et  des  arcs  de  cercle,  après  qu'on 
les  aura  décomposées  en  fractions  partielles  ayant  pour 
dénominateurs  les  facteurs  binômes  ouirinômes  du  déno- 
minateur commun. 

((  Il  est  inutile  d'avertir  que,  si  h  est  fractionnain?  et  égal 

à  —  on  doit  égaler  ^  4  à  une  nouvelle  variable,  pour  rendre 

rationnel  le  dénominateur. 

«  Le  dénominateur  n'est  plus  algébrique,  toutes  les  fois 
que  h  =  o  ou  h  =i  ±:  i  ;  en  effet  dans  le  premier  cas,  on  a 

h  h  Ç 

et  dans  le  second 

r2(h±i)        r2(h±i)  r 

'«  ^  Log   ^' 


'iQizïii)       'i{h±i)  ^    Ç 

«  Alors  les  valeurs  de  rc  et  de  j  ne  peuvent  plus  s'obtenir 
en  termes  finis. 

«  Il  arrive  donc  que  tandis  qu'on  ne  peut  obtenir  les  valeurs 
finies  des  coordonnées  de  la  trajectoire  dans  le  cas  le  plus 
simple  de  la  résistance  proportionnelle  seulement  au  carré 
de  la  vitesse,  on  a,  au  contraire,  en  termes  finis,  les  valeurs 
de  ces  coordonnées  dans  le  cas  plus  général  dans  lequel,  au 
terme  qui  contient  le  carré  de  la  vitesse,  on  en  ajoute  un 
autre  constant,  rationnel  et  différent  de  l'unité.  Ce  qui  s'ex- 
plique aisément,  en  remarquant  que  le  degré  de  l'équation 
à  résoudre,  pour  décomposer  le  dénominateur,   s'élève  à 

^  On  a,  par  exemple,  dans  le  cas  général 

2(l+^«)^«(h-l)rfr 


gdx=: 


=-r 


^'  [«^/M'  +  î*^''?''^^"'^"'^?]^ 
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mesure  que  h  devient  une  fraction  plus  petite  et  que  cette 
équation  est  de  degré  infini  pour  h  =  o.  » 

l'iS.  Exercices.  —  i*  On  peut  intégrer  Thodographe 
dans  le  cas  où 

F(i;)  =z  a  -\-  b  Log  v. 

(Même  procédé  que  ci -dessus.) 

i9  Si  on  considère  deux  milieux  Tun  où  F(i;)  =  a  et 
l'autre  où  ¥(v)  =  a  -f-  6u,  et  les  temps  t  et  f  employés  par 
les  projectiles  pour  parcourir  deux  arcs  ayant  les  mêmes 
inclmaisons  t  à  leurs  extrémités,  on  a 

ebgt  —  I  ^  igt'        (de  Saint-Robert.) 

3**  Si  on  considère  deux  milieux,  l'un  où  F(v)=aet  l'autre 
où  F(v)  =  a  -j-  61;^,  et  les  arcs  s  et  s'  décrits  par  les  projec- 
tiles entre  les  mêmes  inclinaisons  a  et  t,  on  a  la  relation 

^uqs  ^^  j  _j_  ^5^5/       (de  Saint-Robert.) 

4®  Intégrer  directement  l'hodographe  comme  une  équation 
de  Bernoulli,  en  posant  v~^  =  Y. 


d\  +  n\  "  +  g^'""  + 


nb      d'z     


^cosT  g    cosT 

dont  l'intégrale  est 

.       _nr(îLi£ii^),;,r        nb   rnf 

a  j 
Montrer  qu'on  a 

^/a+^^in_x\  ^^  *^  M  T  +  7 


g  cos  T 


g  J  cosx 


±  f  TZ 


00s 


et  ramener  l'expression  de  V  à  celle  trouvée  pour  —  dans 
111  1)^ 

le  texte  du  paragraphe. 
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2.    —   Cas  d'intégration    de   l'hodographe 

d'après  Siaggi 

i36.  Le  problème  balistique  au  point  de  vue 
analytique.  —  L'intégration  de  l'équation  de  l'hodo- 
eraphe  ne  peut  intéresser  réellement  les  balisticiens  que  si 
la  fonction  F(v)  qui  y  figure,  ou  bien  est  laissée  arbitraire 
de  manière  à  s'accorder  dans  tous  les  cas  avec  la  loi  expé- 
rimentale de  la  résistance  de  l'air,  ou  bien,  tout  au  moins, 
est  remplacée  par  une  autre  fonction  capable  de  représenter 
plus  ou  moins  bien,  sur  une  plus  ou  moins  grande  étendue 
cette  même  fonction  expérimentale  F(i;).  Si  cet  objet  précis 
est  négligé,  on  passe  du  domaine  de  la  Balistique  à  celui  de 
la  pure  Analyse.  Sans  entrer  dans  les  détails  des  calculs,  il 
importe  seulement  de  connaître  l'état  actuel  où  cette  analyse 
a  amené  la  solution  du  problème  balistique  et,  à  cet  efiet, 
nous  ne  saurions  mieux  faire  que  d'emprunter  quelques 
pages  au  G^  Siacci. 

Les  citations  ci-dessous,  tirées  des  C.  R.  de  V Académie 
des  Sciences,  sont  presque  textuelles. 

137.  Sur  un  problème  de  d'Alembert.  Note  de 
M.  F.  Siacci.  C.R.  t.  131,  p.  U75  (Ann.  1901). 

((  Pour  que  les  équations  du  mouvement  d'un  projectile 
dans  un  milieu  résistant  se  ramènent  aux  quadratures,  la 
résistance  étant  supposée  directement  contraire  à  la  vitesse, 
et  fonction  de  la  seule  vitesse,  il  faut  intégrer  l'équation  de 
l'hodographe  : 

(1)  cosi:dv  =  v{ ^+smTjdT. 

cF 

«  D'Alembert  chercha  des  formes  de  la  fonction  —  per- 
mettant cette  intégration  et  il  en  trouva  quatre  :      9 

c¥  c¥ 

=  a  +  bv^  =  a-\-b  Log  v 


9  9^ 

^^  =ai;'^  +  R-t-6v-'^        —  =  a  [Log  i;]  2  +  R  Log  v  +  6 


9  9 
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avec  deux  ou  trois  constantes  chacune,  car  dans  les  deux 

dernières  formules  les  quantités    a,  6,  R,  n  et    a,  6,  R    sont 

respectivement  liées  par  une  équation.  Avant  d'Alembert, 

cF 
on  ne  connaissait  que  le  seul  cas  de =  3^^^,  résolu  par 

9   .     .     , 
Jean  Bernoulli.  D'Alembert,  après  avoir  indiqué  ces  cas, 

ajoute  : 

«  Je  ne  prétends  pas,  au  reste,  qu'il  n'y  ait  que  ces  seuls 

«  cas  où  la  trajectoire  soit  constructible  ;  mais  je  laisse  à  ceux 

«  qui  aiment  ces  sortes  de  calculs  à  pousser  plus  loin  leurs 

«  recherches  là-dessus.  (D'Alembert,   Traité  de  V équilibre  et 

du  mouvement  des  fluides.  Paris,  p.  359,  ^744) 

<(  L'appel  est  resté  sans  réponse,  que  je  sache.  Le  problème 
de  d'Alembert  ne  manque  pas  d'intérêt,  même  au  point  de 

.       cF 

vue  pratique.  Si  l'on  connaissait  bon  nombre  de  fonctions  — 

.^  .      .  9 

contenant  plusieurs  constantes   arbitraires   et  permettant 

l'intégration  de  (i),  on  pourrait  espérer  d'y  trouver  une 
fonction s'accordant  avec  la  résistance  donnée  par  les 

expériences.  La  fonction  a  -\-  6u,  par  exemple,  qui  rentre 
dans  les  cas  de  d'Alembert  représente  une  loi  de  la  résis- 
tance de  l'air,  signalée  récemment  par  M.  le  G^  Ghapel 
(C  /?.,  lo  déc.  1894).  Mais  la  loi  de  Ghapel  ne  vaut  que 
pour  les  hautes  vitesses.  Le  problème  de  d'Alembert  d'ailleurs 
lait  abstraction  des  conditions  pratiques  et  comme  problème 
d'analyse,  il  pourrait  bien  appeler  l'attention  des  géomètres. 
«  En  attendant,  je  donne  ici  quelques  nouveaux  cas  d'in- 

.         cF  . 

tégrabilité.  Trois  des  nouvelles  fonctions contiennent 

g 
quatre  constantes  arbitraires,  et  deux  de  ces  fonctions  déri- 
vent de  l'intégration  d'une  équation  de  Riccati,  un  peu 
plus  générale  que  d'ordinaire. 

cF 
Première  forme.  «Posons:  — ==P- 

^  d' 

«  Soit       UL  ==  a  I  pdv  —  av  siii  t  —  6  /  — — 

J  J     COST 
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et  multiplions  (i)  par         e'^{y  cos  i)-^ 

a,  b,  n  sont  des  constantes. 

On  trouve  que  le  multiplicateur  {j.  est  un  facteur  intégrant 
de  (i)  si  p  vérifie  l'équation  : 


dv 


+  ai;*-''(p2 —  i)  =  6i;-»i. 


«  Si  l'on  fait  a  =  o,  on  a  de  suite  les  deux  premières 

formules  de  d'Alembert  suivant  que  n^i  ou  m  =  i .  Dans 

I  x^ 

le  cas  général  en  posant     n  =  — ,      av=  — ,     p  =  yx^  ~  ^ 

l'équation  de  condition  devient 

un  peu  plus  générale  que  l'équation  ordinaire  de  Riccati 
(où  6  =  0)  qu'on  sait  intégrer  au  moyen  des  fonctions  algé- 
briques et  exponentielles  lorsque  g  =  o  ou  lorsque  —  est  un 

nombre  impair  positif  ou  négatif.  Mais  on  peut  aussi  inté- 
grer (-2)  au  moyen  des  mêmes  fonctions  ^  lorsque  h  ci  k 
étant  deux  nombres  entiers  et  positifs  (zéro  compris)  on  a 

b  =  h^k,        l=n  =  zt(i  -\-h  +  k). 

q 

«  Posons  comme  définition  d'une  fonction  cp  des  trois 
lettres  a,  6  et  v 

^{^  e  v)=i  I  V   g(q— i)(g— 2)...(g— t  +  i)    ('lavY 
n.  i^j     "^2j(<ï+6)(<î+e— i)...(a+e— f+i)  i.'2...r 

i  =  i 

La  fonction  cp  doit  en  outre  remplir  les  conditions  sui- 
vantes : 

*  SiAcci,  S  alla  integrazione  di  una  equazione  differenziale  e  sulV  equazione 
di  Biccali  [Bendiconti  délia  R.  Accademia  délie  Scienze  Fisiche  e  Matematische 
di  Napoli,  aprile  1901). 


J'TT' 
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I®  Pour  <r  =  o  et  pour  (<i  +  6)  =  o,  on  doit  avoir <p  =  i . 

a**  Si  (<î  +  6)  est  entier  et  positif,  <5  doit  aussi  être  entier 
et  positif  :  dans  ce  cas  le  développement  de  <p  s'arrête  au 
terme  où  i  =  s. 

«  Ceci  posé  rintégrale  de  (2)  s'obtient  en  dérivant  logarith- 
miquement  par  rapport  à  i\  Tune  ou  Tautre  des  équations 
suivantes  : 

(I)  &Kfiàv  =  e^^  ^(^h,  k,  —  v)  +  G€-«^  7(/i,  k,  v) 

avec     h  =  h  —  k    et     n=:  i  -{-  h  -{-  k. 

(II)  {avy&^M^  =  e'^  9  (/i,  k,  —  v)  4-  Ce-«^  cp  {h,  k,  v) 

avec     h  =  h  —  k    et    n==  —  i  —  h  —  k. 

C  est  une  constante  arbitraire. 

Si  h  et  k  sont  entiers  et  positifs,  les  fonctions  9  sont  des 
polynômes  finis.  SL  6  et  /i  ne  sont  pas  compatibles  avec 
h  ei  k  entiers  et  positifs  (zéro  compris)  on  aura  des  séries 
convergentes,  quel  que  soit  v,  en  prenant  (II)  lorsque  n  est 
positif  et  en  prenant  (I)  lorsque  n  est  négatif.  De  cette 
manière  h-\-  kesi  toujours  négatif  et  le  dénominateur  en  cp 
ne  s'annule  jamais. 

Deuxième  forme.  —  «  On  peut  avoir  d'autres  cas  d'inté- 
grabilité  en  donnant  d'autres  formes  au  facteur  intégrant, 
bi  l'on  multiplie  (i)  par  : 

[1  (i  4-  sin  t)  4-  ti  (1  — sin  'c)]p 
t' cos  T  (i  +  sin  t)«  (i  —  sin  xj? 

où  a,  p,  p  sont  des  constantes  et  ^  et  a  des  fonctions  incon- 
nues de  v,  on  trouve  que  M  est  un  facteur  intégrant  de 
(i)  si  A,  [X.  et  p  vérifient  les  équations  suivantes  : 

vd  [(p  +  i)  ^Pj  =  -2^).?  dv;  vd  [(p  —  i)  [jlP]  =  aaaPdu 

1  —  ^=  kv       P 

k  est  une  constante. 

«  Les  deux  intégrations  s'effectuent  sans  difficulté  : 

1°  Lorsque  a=  ^=  o  ;        2^ lorsque p^  i  et  qu'on  annule 

BALISTIQUE.  12 


f  ^*lim 
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la  constante  de  la  première  intégration  ;       3<*  lorsque  ^  =  o 
et  p  =  a  ;        4^  lorsque  a  =  o  et  jo  =  —  p. 

«  A  ces  quatre  cas  correspondent  quatre  formules  donnant 
des  expressions  de  p  rendant  intégrable  l'hodographe.  Ce 
sont     - 

(III)  y  =  a(p+i)i+6(p~i)i 
^J  ,+a(p— i)^ 

--  r      <^p 

"    J  i+b(p+ir 

(VI)  H.  = .  +  b(p  +  .)w 

a  6,  (7,  K,  H,  i,  r,  r'  sont  des  constantes  arbitraires  liées  ou 
non  avec  les  arbitraires  a,  p,  p  et  k. 

Troisième  forme,  —  «  Si  Ion  donne  au  facteur  intégrant 

Tune  ou  l'autre  des  formes  suivantes  : 

1  .  L 

(f^gsïu'z  +  hsm^'z)  \  i       /f-\-g  smiy 

—■  î^cosT  '  ucosx  \i4-/isim:y 

f  a,  h  étant  des  fonctions  inconnues  de  u,  on  trouve  des 
équations  difTérentielles  qui  s'intègrent  facilement.  On  déter- 
mine de  cette  manière/,  g,  h  et  l'on  obtient  pour  p  les  équa- 
tions suivantes 

(VIII)  Log  Pp=^/t+^^-J/ttW+ô^+^ 

«  La  dernière  formule  donne  v  en  fonction  de  p  avec  un 
nombre  fini  de  termes  lorsque  r  est  rationnel  et  contient 
quatre  constantes  arbitraires,  comme  (I)  et  (II).  Elle  contient 
aussi  comme  cas  particuliers,  les  formules  (V)  et  (VI). 


p^ 


*     < 
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Quatrième  forme .  —  «  On  peut  avoir  encore  uncasd'intégra- 
bilité  de  (  I  )  en  prenant  comme  facteur  intégrant  e  v-{v  cos  t)"~^ 

avec       {J.  =  [^af^dv  —  av  sin  t]^  -f-  iorjv{o^  —  i)  dv. 

La  fonction  p  s'obtient  au  moyen  d'une  équation  du  second 
ordre  qu'on  intègre  facilement. 

i38.  Sur  un  problème  de  d'Alembert.  —  Note  de 
M.  F.  Siacci.  C.  /?.,  t.  i33,  p.  38i  et  496  (Ann.  1901). 

«  Aux  cas  d'intégrabilité  de  l'équation  de  l'hodographe 
on  peut  ajouter  les  deux  suivants  : 

«  Le  premier  est 

p  =  Av  \/'ic  +  v'  +  B(c  +  v^). 

En  introduisant  la  variable  z  liée  à  v  et  t  par  la  relation 

2C  -f-  v^  =  v-z-  (Bc  —  sin  'z)^ 

l'équation  de  l'hodographe  se  réduit  à 

zdz  dx 


z'^  (B-c'^  —  i)  +  '-^Acz  -j-  I  cos  T  (Bc  —  sin  ':) 

où  les  variables  sont  séparées  et  les  intégrations  partielles, 
en  outre,  ne  contiennent  que  des  fonctions  élémentaires. 

«  L'autre  cas  s'obtient  en  multipliant  l'équation  de  l'ho- 
dographe par 

(i  —  sin  t)""  (i  -|-  sin  •:)?  (j  +  sin  t)«-? 

et  en  soumettant  ce  multiplicateur  à  la  condition  d'être  un 
facteur  intégrant  de  l'hodograjîhe  ;  ot^ei  ^  sont  des  constantes 
quelconques,  mais  différentes  et  y  est  une  fonction  de  v.  On 
obtient  ainsi  deux  équations  diifér(?ntielles  entre  p,  v  et  y,  - 
lesquelles  intégrées  donnent  : 


p_,+  (r+i>^ 


Ci^^== 


•j 

e^  y- 


,    J  jy9_l 


f 
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I^'élimination  de  j  donnerait  p  en  fonction  de  v,  avec  quatre 
constantes  arbitraires  a,  p,  y  ^t  G.  Mais  cette  élimination 
n'est  point  nécessaire.  Il  convient  au  contraire,  pour  l'inté- 
gration de  l'hodographe,  d'exprimer  p  et  v  en  fonction  de  y. 

«  Le  premier  cas,  pour  A  ==  o  se  réduit  à  p  =  B(C  -f-  v^) 
qui  a  été  traité  par  Legendre^.  11  rentre  dans  le  cas  de 
d'Alembert  p  =  au"  +  6,  mais  Legendre  ne  cite  pas  ce  grand 
géomètre,  quoiqu'il  cite  Bernoulli  pour  le  cas  p  =  av^. 

Jacobi  a  traité  le  cas  p  =  av^  -\-  b,  comme  une  générali- 
sation du  cas  de  Legendre;  il  cite,  lui  aussi,  Bernoulli,  mais 
non  pas  d'Alembert  ^.  » 


I  3.   —  La  série   de   Mag-Laurin 

AUTOUR    d'uNvPOINT     DE    LA    TRAJECTOIRE 

I 

iSg.  Principe  du  développement.  —  S'il  n'est 
pas,  en  général,  possible  de  résoudre  le  problème  balis- 
tique par  l'intégration  des  équations  différentielles,  il  est 
cependant  toujours  facile  d'obtenir  un  développement 
en  série  qui,  dans  certaines  limites,  permettra  le  calcul 
des  éléments  d'un  arc  de  trajectoire. 

Étant  données  les  valeurs  des  éléments  à  l'origine 
d'un  arc,  c'est-à-dire  ojy,  y^,  u^,  /^  et  t^,  on  se  propose 
de  rechercher  et  de  calculer  quatre  des  cinq  quantités 
5C,  y,  u,  /  et  T  de  la  fin  de  l'arc,  l'une  d'elles  quelconque 
étant  supposée  définir  cette  extrémité. 

Comme  on  connaît  les  expressions  des  dérivées  pre- 
mières et  secondes  de  toutes  ces  quantités,  les  unes  par 
rapport  aux  autres  (127  ex.  3),  on  pourra  calculer  aisé- 

*  Legendre.  Dissertation  sur  la  question  de  balistique  etc.  Paris,  1846, 
p.  91. 

*  Jacobi.   Gesammelte  Verke.  Band,  IV,  p.  287. 
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ment  les  dérivées  troisième,  quatrième,  etc.,  et  par  suite 
obtenir  directement  le  développement  suivant  la  formule^ 
de  Mac-Laurin  des  éléments  de  la  fin  de  Tare  par  rapport 
aux  données  à  l'origine  et  à  un  des  arguments  de  cette 
extrémité. 

A  condition  de  réduire  suffisamment  l'amplitude  de 
l'arc,  de  manière  que  tous  les  éléments  n'éprouvent  que 
de  faibles  variations,  on  au'ra  ainsi  une  méthode  de 
calcul  qui  pourra  se  prêter,  dans  les  cas  où  sa  conver- 
gence sera  suffisante,  à  des  applications  pratiques. 

Il  existe,  avec  les  cinq  variables  choisies  prises  l'une 
ou  l'autre  pour  argument  a?,  y,  v,  /  et  t  au  dénomina- 
teur des  dérivées,  cinq  groupes  de  formules,  applicables 
autour  du  point  x^,  y^  ;  tous  ces  systèmes  rentreront 
évidemment  les  uns  dans  les  autres,  auront  une  con- 
vergence de  même  ordre  et  on  pourra  passer  de  l'un  à 
l'autre  par  la  méthode  du  retour  des  séries.  11  suffira 
donc  de  calculer  les  coefficients  d'une  des  séries  pour 
pouvoir  calculer  ceux  des  autres  arguments. 

Soit  î^  un  élément  quelconque  dont  on  veut  le  déve- 
loppement par  rapport  à  un  autre  Ç.  On  posera 
i  =  ^Q  —  (io  —  i)  et  la  formule  de  Mac-Laurin  donnera 
immédiatement  la  série 

^.-s,  i'-4j(^rfc;+  1.2  [dt^)^    ,.2.3  U' 

Il  suffira  donc,  pour  pouvoir  écrire  cette  formule,  de 

111,,.,  ,       d^     d%    (P^ 

calculer  les  dérivées  successives  -^ ,  -7=7- ,  -7=^ ...  de  s 

dl     rfr     «5 

12. 
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par  rapport  à  Ç  et  de  déterminer  leurs  valeurs  à  Tori- 
gine. 

On  supposera  à  Torigine  de  Tare  a;,,  =  y,,  =?=  /^  =  o, 
^o  =  VoetT^  =  a. 

i4o.  Équation  de  la  trajectoire*  —  Nous  pren- 
drons comme  point  de  départ  de  toutes  ces  séries  la  rela- 
tion entre  y  eix  que  nous  écrirons  : 


1 


y=a:tga 


gx' 


^Vïcos^a 


[ 


i+A, 


0 

X 


+-A, 


X' 


1.2.3       ^1.2.3.4 


-h  A, 


x"^ 


+ 


1.2.3.4.5 


] 


Les  deux  premiers  termes  peuvent  être  écrits 
directement,  puisque  la  trajectoire  dans  Tair  et  la 
trajectoire  du  vide  sont  osculatrices  (128),  au  point 
(Vjj,a).  Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  coefficients 
A    4    A 

On  trouve  aisément,  en  sachant  (88)  que 


dx 


V 


dv 
dx 


_  9 


^cF 


UCOST 


+  sm 


inTj 


les  formules  suivantes 


tg'^; 


EL, 

dx 

dx' 

d'y  2grcF 

dx"" 


^9 


î;*cos't 


df 
dx' 

cF; 


V^  COS^  T 


î;*cos*t 


9[-r 


ijsinT  +  cF(-î^ 


-4 
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2gcF 


cF^  ^2t>^  ^  + -pr- - 


i5  — = — [-  14  )  sm  T 


il?'/ 


+5^ 


v'F 


3vF 


+  3)  sln^  T. 


Et   portant  ces  valeurs  dans  la  série  du  n**    1 39  : 

ç=ç.-(5.-5)(|)+... 

et  après  y  avoir  fait 

v  =  \„x==  a, 

il  viendra  pour  les  coefficients  A^,  A^  et  A^  les  valeurs 

suivantes  :  • 

cF 


A,  =  -4 


Vo  cos  a  * 
VScos'a 


cF 

A,  =  +4         " 


i    sin  a 


+  cF, 


V  F;; 


') 


VScos^a 


/V^F"       3V  F'         \ 

/       F"  F'*  F'  \ 

+  cF,5(^2V§|^  +  V?î|-i5V,^^+i4Jsina 

/Y  F'       \  /V^Fn'         F"         V  F' 


^ 
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Le  coefficient  A^  renferme  la  résistance  de  Tair  F„. 

»  A^  en  outre  la  dérivée  première  Fq, 

»  A^  en  outre  la  dérivée  seconde  Fq, 

Le  coefficient  A^,  est  du  degré  o  en  sin  a  et  —  i  en  cos  a. 

»  A^  »  I  en  sin  a  et — 2  en  cos  a. 

»  A2  »  2  en  sin  a  et  —  3  en  cos  a. 

14  ï-  Autres  éléments  de  la  trajectoire.  —  Pour 

obtenir,  en  fonction  de  x,  le  développement  des  autres 

éléments  de  l'extrémité  de  Tare,  c'est-à-dire  v^  Tet  /,  on 

opérerait  de  la  même  façon  en   calculant  les  dérivées 

dt      dH      dH 
successives  telles  que  -7—  ,  -î—ô-  ,  -7-?  . . . 

^      dx     dx^^  dx^      ' 

Mais  on  peut  conduire  les  calculs  de  manière  à  intro- 
duire immédiatement  dans  les  formules  les  coefficients 
A^,  Aj,  A^...  C'est  en  employant  les  formules  du  pro- 
blème balistiquednverse  (97)  qui  permettent,  étant  donnée 
l'équation  de  la  trajectoire,  de  déterminer  les  différents 
éléments  d'un  point  (.x,y). 

On  a  en  effet  (97)  : 


tg'^ 


/ 


=/(- 


L 
9 


ff\  -r 


dx  :       u  = 


2 


y"/ 


On  trouve  ainsi  : 
gx^ 


j=xtga— 
tg'r  =  tga- 


aVJcos-a 

X 


t-A, 


X 


1.2.3 

__gx_ 

VJcos^a 


1.2.3.4 


x^ 


I .2.3.4.5 


'2 


I         .  «A/  I  .  X 

iH — K 1 — K T 

2      1.2       2       1.2.0 


+-A, 


X^ 


1.2.3.4 
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X 


V^jCosa 


'+¥+k{'"-iy 


'       (^2  K^\  ^  \  ^3 


32  \3         4         i6 

r     A«      I  /, 


\x—^ik.—^kl]x 


4        8V**      4 

On  voit  ainsi  que  les  expressions  entre  crochets  sont 
les  facteurs  qui  multiplient  les  valeurs  de  chaque  élément 
dans  le  vide.  On  donne  d'une  façon  générale  le  nom  de 
facteurs  de  la  trajectoire  (260)  à  ces  quantités,  fonctions 
dans  les  cas  ordinaires  de  a?,  de  V^  et  de  a,  qiii  modifient 
la  trajectoire  du  vide. 

142-  Forme  de  Téquation  de  la  trajectoire. 

—  On  peut  donner  de  Téquation  finie  de  la  trajectoire 
une  forme  particulière  qui  dérive  du  développement  de 
Mac-Laurin  employé  ci-dessus  :  en  introduisant,  en 
effet,  le  reste  de  la  série,  on  écrira  pour  la  valeur  de  y 

\dx J Q       2!   VcfxVô    * 

z  étant  une  variable  auxiliaire  qui  va  de  o  à  la  limite 
supérieure  x  de  l'intégrale. 

En  se  bornant  aux  trois  premiers  termes,  on  aura, 
pour  la  trajectoire,  l'équation  : 
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JVlais  on  a  d'après  le  tableau  du  n^  i4o  : 

dx^  d*cos''t 

On  aura  donc  : 

Y  =  a;  tg  a ^ — -, gc  1    (x  —  zY    .  ^  '    dz. 

C'est  l'équation  qu'il  s'agissait  d'établir  et  dans  laquelle 
y  et  T  doivent  être  considérés  comme  fonction  de  la 
variable  auxiliaire  z, 

143.  Tir  horizontal.  —  Le  tir  horizontal  est  celui 
où  toute  la  trajectoire,  depuis  l'origine  jusqu'au  point 
de  chute  peut  être  représentée  par  la  série  du  n°  1 4 1 
limitée  à  ses  premiers  termes.  Faisant  y  =  o  et  a?  =  X, 
l'équation  de  la  trajectoire  deviendra  : 


Vq  sin  2a 

— ^^— ^^— ^—  ■    ^'V 

9 


k.  I        A 


1.2.3         ^  1.2.3-4 

1.2.3.4  5 


+A2— ^7-^  + 


Mais  les  coefficients  A^,  Aj...  renferment  l'angle  de 
projection  a.  Pour  obtenir  des  formules  indépendantes 
de  a  dans  le  second  membre,  il  faut  donc  remplacer 
sin  a  et  cos  a  en  fonction  de  X.  On  a  : 


sin^  2a 


cosa=  I f- 

o 


sin  2a    .    sin"*  2a 


sina== 1 —^ h' 

2  10 


j 

! 

•  ; 


pr- 
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ou  :       cos  a  = 


9^\ 


sina 


9^ 


2    Vî    ^ 


,+  A,X 


8    [\iJ 


aA.X 


i.a.3       1.2.3.4 


+ 


+ 


1.2.3 

I   /gX 


3n 


i6\  Vi! 


0  /      L- 


!+• 


sina 


ou  enfin  • 
_  I    gX 


1.2.3 


1.2.3.4 


+ 


8VS 


Mais  si  on  ne  conserve  dans  le  crochet  du  deuxième 

Y    sin  20C 
membre  de  — que  les  termes  en  X^,  il  faudra  : 

9  /  aX  \  2 

I**  Dans  Aq  remplacer  cos  a  par         i  —  (  vl")  ' 

I    oX         ^  ^»  ^ 
2^  Dans  Aj  remplacer  sin  a  par  —  ^^  et  cos^  a  par  i  ; 

2       Vq 

3°  Dans  A^  supprimer  les  termes  en  sin^  a  et  sin  a. 
Il  viendra  alors,  en  se  bornant  aux  termes  en  X^  dans 
le  crochet 


Vosin2a 


9 


=  X 


4cF,     X 


•■>T?3 


^0 


1.2.3 


EL 

Vi 


'^— 4 


1.2.3. 


Un  procédé  de  calcul  analogue  permettra  d'obtenir 
les  autres  éléments  du  point  de  chute. 


tgw 


_      9^ 


aVJu 


1  + 


4cF.X     /c»fj/v,f; 


V^    3 


vs 


F, 


-4 


x= 


2V5, 


T     = 


V 


0    L- 


1  + 


cF 


u 


(j>> 


=  V. 


cF 


ï    2       V  VJ    l  F,        ^, 


'  0 


Vi 


1 .2 
3(y^  \     X^ 
4V»/    1.2.3 

4Vj/      1.2 


i44-  Origine  des  tables  de  tir.  —  Les  formules 
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du  tir  horizontal  trouveront,  en  particulier,  une  appli- 
cation naturelle  dans  le  calcul  des  éléments  d'ufie  table 
de  tir  au  voisinage  des  angles  de  projection  nuls  ;  ce 
calcul  exige  une  grande  précision  si  on  veut  ne  pas 
être  exposé  à  des  invraisemblances  choquantes,  comme 
par  exemple  une  portée  dans  Tair  plus  grande  que  dans 
le  vide,  pour  un  même  angle  de  projection.  A  l'origine, 
en  effet,  les  deux  trajectoires  sont  osculatrices  et  les  for- 
mules du  n°  143  qui  donnent  justement  les  éléments 
sous  forme  de  différences  entre  les  valeurs  dans  le  vide 
et  dans  Tair,  permettent  d'opérer  facilement  le  calcul. 

X,  la  portée^  est  l'argument  des  tables  de  tir.  Pour 
calculer  celles-ci,  on  construit  souvent  les  courbes  des 
différents  éléments  qui  figurent  dans  la  table,  a,  T,  w,  ii„ 
pour  le  point  de  chute,  en  fonction  «de  la  variable  X. 
Cherchons  à  déterminer,  au  moyen  des  formules  du  tir 
horizontal,  les  rayons  de  courbure  de  ces  différentes 
courbes. 

\Jabscisse  commune  à  toutes  ces  courbes  est  la  por- 
tée X.  Pour  la  simplicité  des  calculs  et  des  construc- 
tions graphiques,  il  importe  de  prendre  pour  ordonnées 
des  quantités  de  même  espèce  que  X. 

On  prendra  alors,  par  exemple  pour  les  éléments  du 
point  de  chute,  les  ordonnées  suivantes  : 

V^  sin  2  oc 
a'  =       — pour  les  angles  de  projection  ; 

iù'  = tg  (o  pour  les  angles  de  chute  ; 

11'  =       VqT  pour  la  durée  du  trajet  ; 

uj=  (Vq  —  u^)  -^p?-  pour  les  vitesses  restantes  hori-^ 
zontales.  ^ 


n 


t  »■ 
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Les  équations  du  n^  i43  deviennent  alors  : 

4cF„ 


a'  =X    1  + 


w'  =X    1  + 


X_ 

4cF„  X 
Va     3 


+ 


\  V5     2 

cF„  /V„F: 


«■'=''(-(■%  B 


X 


4V?  cF./  1.2, 


Toutes  ces  courbes  sont  tangentes  à  la  bissectrice  des 


axes  de  coordonnées. 
Posons  : 


on  aura  : 


3. 

cF„' 


_4  ^ 

dX  ~~  '  "•"  3"  'f , 
rfco'  8_X_ 

</X  ~  3  -f. 


rf^a' 


d'-' 


dX 

du'„ 


1  + 


CD 
1  0 


^V  F' 


rfX^ 
rfX^ 


1_L 

3  ?» 
3  'fo 


»  0 


4VJ  ^oj 


+  4VS  '?•>• 


Comme  le  rayon  de  courbUre  est  donné  par  la  for- 
mule :  .  1      ^ 

1+    ^ 


R  = 


dx 


(d^Z 
\dx' 


BALISTIQUK, 


i3 


^m 


■•>VA 


h'- 
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pour  une  courbe  y=zf{x)^  on  aura,  à  Torigine,  X  =  o  : 
R(a',X')  =  ^-f„;  R(T{,X')  =  2s/7?„; 

Uo         /'fo      4VJ''' 

145.  Cas  de  F(v)  =BnV^.  ■^—  Le  développement  en 
série  de  la  solution  du  problème  balistique  suivant  l'argu- 
ment X  a  occupé  beaucoup,  autrefois,  les  géomètres.  On 
trouvera  dans  le  Traité  de  Balistique  de  Didion,  pour  le  cas 
de  n  =  2,  le  résumé  de  ces  recherches. 

Ainsi  Lambert,  en  1763,  donne  y  jusqu'au  terme  en  cc^ 
dans  le  crochet  de  la  formule  du  n^  141. 

Borda,  en  1769,  donne  la  même  formule  avec  un  arran- 
gement différent  de  termes.  La  seule  difficulté  du  problème 
est  évidemment  de  déterminer  la  loi  de  succession  des  coef- 
licients,  qu'on  peut  calculer  de  proche  en  proche  en  formant 

les  dérivées  successives     .  ^    .  Les  différentes  formules  se 

différencient  donc  par  l'ordonnancement  des  termes. 

Français,  en  i8o5,  est  le  géomètre  quiTt  poussé  le  plus 
loin  les  recherches  dans  cette  voie;  grâce  à  des  notations 
toutes  spéciales  et  même  à  un  mode  de  difl'érentiation  par- 
ticulier à  cette  seule  question  d'analyse,  il  a  pu  pousser  très 
loin  le  développement  en  série,  puisqu'il  donne  explicite- 
ment l'expression  des  termes  en  x^  du  crochet  et  la  forme 
du  terme  général. 

L'utilité  de  tels  calculs  paraît  assez  restreinte,  vu  la  con- 
vergence en  général  peu  rapide  des  séries  et  Ja  complication 
croissante  de  leurs  termes.  Nous  nous  contenterons  de  don- 
ner l'équation  de  la  trajectoire  avec  les  termes  en  x^  dans 
le  cas  de  Y{v)  =  BnV"  en  posant  en  outre  cBn  =  b^  ;  elle 
est  déduite  de  la  formule  du  n°  141 


X  tg  a  T — 


X 


2V; 


cos  a 
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1       '^Kg    f   X 

i.u.:i    Vj-«    \cosa 


+ 


+ 


1.2.3.4 

I 
I .  '2 . 3 . 4 . 5 


'i{n — i)6n^^sina        2(4  —  n)h\g 


V6-n 

^  0 


Y6  — 2n 
'  0 


X 


cos  a 


'i(n  —  i)(i4  —  ^^)^i9^  sin  a 


'  0 


•i{n  —  i)6n^^[cos"^  ci.-\-(n  —  2)  sin-  a] 

ys  — n 

4(4  —  «)  (3  —  n)lig 


V8  — 3n 
'  0 


X 

COS  a 


& 


146.  Formules  du  tir  horizontal  en  fonction 
de  Tangle  de  projection.  —  Il  est  utile  de  connaître 
les  formules  qui  donnent  les  éléments  du  point  de  chute 
quand  Fangle  de  projection  a  est  Targument.  On  peut 
les  tirer  directement  des  formules  qui  donnent  les  élé- 
ments de  ce  même  point  en  fonction  de  X  par  la  mé- 
thode du  retour  des  séries  dont  voici  un  exemple. 

Soit  la  série 

3^^:^^  =  X  [i  +  mX  +  AiX'^l 
9 

où  m  et  n  sont  des  coefficients  connus. 
On  posera 


Vo  sin  aa 


[  I  +  m'  sin  2a  +  ^'  sin-  2a] 


En  portant  cette  valeur  de  X  dans  le  second  membre 
de  la  première  équation  et  identifiant  les  termes  sem- 
blables, on  aura  : 


Y2 

w!  -\-  m  — -  =  o  ; 
9 


m 


mm 


Y2 


9 


n 


Y4 

'0 


o 
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On  en  déduit  m'  et  n!  et  on  aura  : 


X  = 


V,^  sin  aa 

r     2  cF„  . 

I TT  — -  sin  aa 

9 

L       3   ^ 

I  c'-Fj  /v^f; 

4\ 

•      2 

^ 

6     3^     l  Fo 

-■^) 

Sin   2a.. 

• 

On  aura  ensuite  les  autres  éléments  par  les  for- 
mules du  n^  143  où  on  remplacera  si  on  veut  X  par  la 
valeur  ci-dessus. 

On  peut  remarquer  que  dans  le  crochet  de  la  formule 
qui  donne  X,  on  peut  remplacer  sin  2a  par  2  tg  a,  si  on 
se  borne  au  terme  en  sin^  2a. 


147.  Exercices.  —  i®  A  Faide  des  formules  générales 
du  n°  1 4 1  qui  donnent  les  éléments  en  fonction  de  x  et  par 
la  méthode  du  retour  des  séries  former  les  quatre  groupes 
de  formules  ayant  pour  argument  (tg  a  —  tg  t),  /,  (Uq  —  u) 

'1^  Obtenir  directement  ces  mêmes  formules  par  le  déve- 
loppement de  Mac-Laurin  en  prenant  les  dérivées  succes- 
sives des  éléments  par  rapport  à  t,  /,  m  et  y. 

3**  Faire  leur  application  au  cas  du  tir  horizontal. 

4*^  Calcul  des  formules  du  sommet. 

5°  Faire  rentrer  dans  les  développements  de  ce  para- 
graphe, comme  cas  particuliers,  les  développements  donnés 
pour  le  mouvement  rectiligne  (5^,  58,  77;. 

G*^  Etablir  les  développements  en  série  non  en  partant  de 
léqualion  de  Mac-Laurin,  mais  par  l'intégration  par  par- 

c  d'z 

ties  de  l'hodo^raphe  écrit  du  =■■  —  «F -, —  et  des  autres 

^    *  g  cos-T 

équations  du  mouvement.  On  a  ainsi  des  séries  où  figu- 
rent les  variables  u,  i>  et  tgT. 

d'^y                 2(7  c  F 
7°  De  la  formule  -7-^  -= p — —  (97)  déduire  la  for- 
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mule  du  n**  124. 


On  intégrera  par  parties  l'intégrale  triple 


qui  s'introduit  dans  la  formule  /    dx  i    dx  i    —r^ dx 

Jo         Jo         Jo     V^COS'^T 

(M.  de  Sparre.  Mémorial  de  VArt.  de  la  Marine j 
t.  XXI,  1893,  p.  200.) 


14-  —  Division   des   théories   balistiques 

14B.  pistinction  des  théories  analytiques  et 
balistiques.  —  L'examen  qui  vient  d'être  fait  des  cas 
très  peu  nombreux  et  très  particuliers  où  on  sait  inté- 
grer rhodographe,  et  de  ceux,  encore  bien  plus  rares, 
où  on  pourrait  pousser  le  problème  balistique  jusqu'au 
bout,  montre  que  jusqu'ici  l'analyse  n'a  pu  obtenir  que 
très  peu  de  résultats  dans  la  voie  d'une  solution  rigou- 
reuse et  complète  du  problème  balistique  ;  et  encore, 
dans  les  quelques  intégrales  acquises,  est-on  obligé  de 
sacrifier  totalement  aux  nécessités  analytiques  la  géné- 
ralité de  la  fonction  F(î;)  de  la  résistance  de  l'air. 

On  a  dit,  dans  l'Introduction  (i3),  comment  la  con- 
servation nécessaire  de  cette  fonction  s'était  progressi- 
vement et  impérieusement  imposée  aux  artilleurs  balis- 
ticiens,  soucieux  de  rendre  pratiques  et  directement 
utilisables  pour  les  expériences  de  tir,  les  formules 
issues  de  leurs  théories. 

Les  travaux  poursuivis  dans  cette  voie  présentèrent 
tout  d'abord  avec  Didion,  de  Saint-Robert,  Siacciet  leurs 
successeurs,  un  certain  caractère  de  semi-empirisme 
qui  les  conduisit  à  remplacer  par  des  valeurs  constantes 
moyennes  certaines  quantités  variables  dans  les  équa- 
tions différentielles  et  à  demander  à  l'expérience  la  déter- 
mination des  coefficients  nécessaires. 


.ï 
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Mais  il  est  possible  à  l'heure  actuelle,  d'une  part  de 
généraliser  beaucoup  le  principe  qui  est  à  la  base  de  ces 
méthodes  et  d'autre  part  de  présenter  toutes  les  théo- 
ries balistiques  d'une  manière  absolument  rigoureuse 
en  les  reliant  toutes  à  un  procédé  analytique  uniforme. 

ï49-  Arcs  de  trajectoire.  —  Si  on  doit  renoncer 
à  l'ambition  de  représenter  par  une  forme  analytique 
unique  toute  une  trajectoire,  depuis  le  point  Q  à  l'infini 

en  amont  de  l'origine,  jusqu'au  point "-  ,  extrémité  ^ 

de  la  branche  descendante,  il  faut  bien  remarquer  que 
dans  la  pratique  de  l'artillerie,  on  n'a  pas  besoin  de 
considérer  des  trajectoires  aussi  générales  et  aussi  éten- 
dues. La  seule  portion  utile,  limitée  à  la  surface  de  la 
terre,  est  très  restreinte  par  rapport  à  l'étendue  totale  de 
la  courbe  et  se  tient  en  somme,  analytiquement  parlant, 
dans  le  voisinage  d'un  point  de  cette  courbe.  C'est  donc, 
en  réalité,  l'étude  et  la  connaissance  d'un  simple  arc  de 
la  trajectoire  totale  qui  seront  réellement  utiles  aux 
artilleurs,  et  c'est  à  ce  problème  restreint  qu'ils  ont  con- 
sacré leurs  efforts. 

Une  première  solution  consistera  évidemment  dans 
le  développement  en  série  de  Mac-Laurin  autour  d'un 
point,  tel  qu'il  a  été  établi  au  paragraphe  précédent. 
Chaque  élément  de  la  fin  de  l'arc  s'exprimera  ainsi  en 
fonction  des  puissances  croissantes  d'un  autre  de  ces 
éléments,  l'abscisse  x  par  exemple.  Mais  la  conver- 
gence d'une  telle  série  sera  très  peu  rapide,  en  géné- 
ral ;  on  peut  d'ailleurs  prévoir  ce  fait  en  remarquant 
que  dans  l'expression  de  y  en  fonction  de  x  par  exemple, 
la  fonction  F^  n'entre  qu'au  3®  terme  en  x^  puis  la  fonc- 
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lion  Fp  au  4°  et  ainsi  de  suite.  C'est  donc  très  lente- 
ment que  se  manifestera  l'influence  complète  de  la  fonc- 
tion F(t')  qui  ne  s'introduit  ainsi  que  par  parcelle  dans 
la  valeur  des  dérivées  successives  à  l'origine  F^,  F^,  Fo . . . 
11  faudra  donc,  ou  que  Tare  soit  très  petit,  ou  que  le 
nombre  de  termes  soit  très  grand,  pour  qu'on  puisse 
espérer  une  précision  satisfaisante. 

i5o.  Les  séries  de  la  première  classe.  —  Mais 

peut-on  envisager  d'autres  séries,  où  la  fonction  F,  i') 
entrerait  dans  les  termes  successifs  sous  sa  forme  géné- 
rale? La  considération  de  l'hodographe  permet  de 
répondre  affirmativement  et  de  donner  la  classification 
de  ces  solutions. 
Soient 

dfvcos'z)         cF(v)  du  c  ^^  (     u 

-^ — ï — ^= — ^      et     cosT— r-  =  — F    

vd-z  g  ud-z         g        \  cos  t 

deux   formes    équivalentes    de    l'hodographe,   puisque 

U  =  V  cos  T.  1/  N 

cl  V  cos  *"  ' 
D'après  la  première,  on  voit  que  le  rapport  — ^^ — -j — ^ 

est  toujours  égal  au  rapport  — —  ;  si  donc  ce  dernier 

prend  les  valeurs  o  ou  oo,  on  obtiendra  immédiatement 
comme  intégrales  du  mouvement  soit  cfa  =  o,  soit 
dz  =  o. 

Ces  deux  cas-limites  correspondent  aux  deux  pro- 
blèmes traités  au  Livre  I  du  Mouvement  dans  le  vide  et 
du  Mouvement  rectiligne  horizontal. 

Mais  ces  intégrales  limites  seront  évidemment,  dans 
le  problème  balistique,  les  premiers  termes  de  deux  séries 
qui  correspondront  la  première  au  développement  sui- 
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vant  les  puissances  de  —  et  la  seconde  au  développement 

suivant  les  puissances  de  —  .  Et,  dans  chacune  d'elles, 

la  fonction  F(u)  s'introduira  immédiatement  dans  les 
intégrales  qui  définiront  les  termes  successifs.  Au  con- 
traire de  la  série  de  Mac-Laurin  qui  procède  par  diffé- 
rentiations  successives,  c'est  par  intégrations  successives 
que  ces  séries  formeront  leurs  termes.  On  conçoit  bien 
ainsi  quel  avantage  de  tels  développements  devront  pré- 
senter sur  celui  de  Mac-Laurin. 

Comme  en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire,  le 

cF 
rapport sera,  ou  plus  petit,  ou  plus  grand  que  i , 

1  un  des  deux  développements  y  sera  valable  certaine- 
ment, à  l'exclusion  de  l'autre. 

Si  ces  solutions  peuvent  généralement  servir  au  cal- 
cul d'un  arc  de  trajectoire  quelconque,  il  est  certains 
cas  pratiques  où  elles  permettront  le  calcul  de  la  trajec- 
toire tout  entière,  de  l'origine  au  point  de  chute.  De  là 
les  noms  qui  dans  l'exposé  des  théories  balistiques  sont 
donnés  à  ces  deux  solutions  savoir  : 

cF 

Tir  tendu  à  grande  vilesse  lorsque  —  >  i 

cF 

Tir  courbe  à  faible  vitesse  lorsque <  i 

i5ï.  Les  séries  de  la  deuxième  classe.  —  Dans 
l'équation  de  l'hodographe  sous  sa  deuxième  forme  : 

du  c  ^  (    u 

COS  T ;—  == r 


ud'z         g       \  COS  T  /  ' 
l'angle  t  n'entre  que  sous  le  signe  cosinus.  Or,  on  connaît 
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le  développement  de  Taylor  de  cette  fonction  en  série 
convergente  dans  le  voisinage  d'une  valeur  initiale  cos  a. 
Ce  développement  peut  être  porté  dans  l'équation  diffé- 
rentielle deThodographe,  ce  qui  en  permettra  le  dévelop- 
pement en  série.  L'intégration  de  chaque  terme  successi- 
vement donnera  l'intégrale  de  la  fonction  inconnue  sous 
forme  d'une  série  de  fonctions  qui  sera  également  con- 
vergente. 

Par  ce  procédé  et  moyennant  donc  une  série  auxi- 
liaire empruntée  à  la  trigonométrie,  on  obtiendra  un 
développement  valable  en  tout  point  d'une  trajectoire  c\ 
où  la  fonction  F(î;)  entrera  encore  sous  le  signe  /  avec 
totlte  sa  généralité. 

Mais  cette  solution  générale  et  déjà  intéressante  admet 
un  cas  particulier  qui  en  réalité  constitue  de  beaucoup 
le  plus  important  des  problèmes  que  se  pose  la  Balis- 
tique pratique  :  il  correspond  au  cas  où  l'angle  t,  sur 
tout  l'arc  de  trajectoire  utilisé,  reste  voisin  de  zéro, 
c'est-à-dire  lorsqu'on  se  trouve  placé  prés  du  sommet  de 
la  trajectoire.  C'est  le  cas  du  tir  ordinaire  des  canons, 
en  particulier  de  tous  ceux  de  Marine. 

Alors  cos  T  se  développe  par  rapport  à  la  valeur  zéro 
sous  la  forme  .^ 

cos  T  =  I 


L'absence  du  terme  en  t  permet  d'escompter  un 
développement  en  série  particulièrement  convergent 
pour  la  solution  de  ce  problème  qui  sera  désigné  sous 
le  nom  de  Tir  de  plein  fouet. 

Deux  autres  cas  particuliers,  issus  de  la  même  série 
trigonomé trique,  s'aperçoivent  immédiatement  ;  c'est 
lorsque  l'inclinaison  t  reste  toujours  très  voisine  de 

i3. 
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^  — ,  auquel  cas  cos  t  est  très  voisin  de  zéro,  mais  est 
tel  qu'en  posant  t  =  zt  -^^ 8,  on  peut  écrire 

cos  T  =  d:  9    I ^-  -f-  . . 

\  I.  2.  O 

A  ces  deux  hypothèses  correspondent  deux  séries  qui 
ont  pour  cas-limites  le  Mouvement  vertical  ascendant  et 
le  Mouvement  vertical  descendant,  (Livre  I). 

i52.  Séries  de  la  troisième  classe.  —  La  clas- 
sification précédente  n'épuise  pas  le  nombre  de  cas  où 
il  est  possible  d'intégrer,  par  les  séries,  le  problèîne 
balistique.  Mais,  tandis  que  les  deux  méthodes  précé- 

dentés  (développement  suivant  les  puissances  de  — ,  ou 

développement  trigonomé trique)  étaient  valables  en  un 
point  quelconque  de  la  trajectoire,  les  séries  restantes 
sont  tout  à  fait  particulières  à  un  point  spécial  d'une 
trajectoire. 

En  certains  points,  en  effet,  de  toute  trajectoire,  on 
connaît  immédiatement  une  intégrale  du  mouvement. 
Ainsi,  au  point  de  vitesse  minimum,  on  sait  que  la 
vitesse  t'  est  é^ale  à  v^^  vitesse  minimum  ;  or  dans  le 
voisinage  de  ce  point  on  peut  également  prendre  v  =  v^^ 
en  première  approximation.  Ainsi,  au  point  de  rayon 
de  courbure  minimum,  la  trajectoire  pourra  être,  en 
première  approximation,  assimilée  à  son  cercle  oscu- 
lateur  qui  a  quatre  points  de  communs  avec  elle.  Ainsi 
encore  vers  l'extrémité  de  la  branche  descendante  le 
mouvement  suivant  Taxe  des  y  sera  presque  uniforme  et 
par  suite  on  aura  y  =  v't  en  première  approximation ,  etc. 


I 
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Ces  hypothèses,  portées  dans  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement,  permettront  de  déterminer  les 
premiers  termes  de  séries  valables  dans  des  régions  voi- 
sines de  celle  affectée  de  la  singularité  qui  sert  de  défi- 
nition à  la  région. 

i53.  Division  générale  des  théories  balisti 
ques.  —  Le  tableau  suivant  résume  la  discussion  pré- 
cédente des  séries  que  Ton  peut  calculer  pour  la  solu- 
tion du  problème  balistique. 

V^  classe.  —  Séries  ordonnées  suivant  les  puissances 

du  coefficient  balistique  c. 

eF 

1  ^  Puissances  ascendantes  —  >  i .  Tir  tendu  a  grande 

J  VITESSE . 

^  .  cF 

2^  Puissances  descendantes  —  <  i .  Tir  courbe  a  faible 

"  vitesse  . 

2^  classe.  —  Séries  résultant  dun  développement  tri- 
gonomélrique .  Série  générale  dite  «  Les  fonctions  de 
SiACCi  autour  d'un  point  » . 

T  ==  o.      Tir  de  plein  fouet. 

„  .       ,.  ,  T  =  —  .       1 IR  VERTICAL  DE  BAS  EN  HAUT. 

Cas  particuliers  \  2 

7= .  Tir  VERTICAL  DE  HAUT  EN  BAS. 

2 

3®  classe.  —  Séries  spéciales  autour  dun  point  remar- 
quable. 

1°  Tir  au  voisinage  de  la  vitesse  minimum. 

2^  Tir  au  voisinage  du  point  de  courbure  minimum. 

3^  Tir  sur  la  branche  asymptotique  descendante. 

Etc. 
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Dans  Texposition  qui  va  suivre,  nous  proportionne- 
rons les  développements  à  l'importance  pratique  des 
problèmes  traités.  Ainsi,  le  Tir  de  plein  fouet  occupera 
une  place  prépondérante  et  sera  traité  en  lui-même  ;  la 
série  plus  générale  dont  il  dérive  «  Les  fonctions  de 
Siacci  autour  d'un  point  »  sera  considérée  alors  comme 
la  généralisation  de  ce  tir.  Enfin,  un  certain  nombre 
de  ces  séries  d'une  utilité  pratique  presque  nulle  seront 
simplement  proposées  comme  exercices. 

D'après  cela,  à  la  division  théorique  qui  vient  d'être 
donnée,  on  est,  dans  un  exposé  qui  n'est  pas  purement 
spéculatif,  amené  à  substituer  la  division  suivante  : 

Livre  IV.  Le  tir  de  plein  fouet. 

Livre  V.   Les  séries  balistiques, 

i^  Les  fonctions  de  Siacci  autour  d'un  point. 

2*^  Le  tir  tendu  à  grande  vitesse. 

3*^  Le  tir  courbe  à  faible  vitesse. 

i54-  Cas  d'une  résistance  proportionnelle  à 
une  puissance  de  la  vitesse-  —  Dans  les  exposés 
généraux  qui  font  l'objet  des  deux  premiers  Livres,  nous 
avons,  à  chaque  instant,  comparé  la  trajectoire  générale 
du  cas  de  F(i?)  quelconque,  à  la  trajectoire  B^i;"  qu'on 
peut  lui  substituer  en  un  point  déterminé.  D'autre  part 
cette  trajectoire  B^^v^  se  présente  tout  naturellement 
lorsqu'il  s'agit  de  faire  l'application  d'une  formule 
générale  ou  d'illustrer  par  un  exemple  un  théorème 
,  démontré  avec  la  fonction  F(y). 

Enfin,  dans  l'introduction,  nous  avons  dit  quel  rôle 
important  dans  l'histoire  du  développement  des  théo- 
ries balistiques  avait  joué  l'hypothèse  d'une  résistance 
monôme.  D'ailleurs  l'application  pratique  des  solutions 


y 
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qui  dérivent  de  cette  hypothèse  ne  peut  être  considérée 
comme  épuisée,  même  à  l'heure  actuelle,  et  comme 
dénuée  de  tout  intérêt. 

Pour  toutes  ces  raisons,  il  paraît  indispensable  de 
traiter  avec  détail  le  problème  balistique  dans  Thypo- 
thèse  d'une  résistance  monôme.  Ce  sera  l'objet  du 
Livre  III. 


LIVRE   III 

RÉSISTANCE   MONOME 


CHAPITRE   VII 

LA  THÉORIE   D'EULER 

I   I^^  —  Intégration   de   l^hodographe 

i55.  Formes  monômes  de  la  résistance  de 
l'air.  —  Les  premières  recherches  théoriques  sur  la 
loi  de  la  résistance  de  Tair  avaient  conduit  les  savants 
à  admettre,  avec  Newton,  la  proportionnalité  de  cette 
résistance  iau  carré  de  la  vitesse.  L'expérience  n'est  pas, 
du  reste,  ainsi  qu'on  Ta  dit  (12)  en  désaccord  formel 
avec  cette  conclusion,  tant  qu'on  s'en  lient  aux  faibles 
vitesses  réalisées  dans  le  tir  des  mortiers. 

En  adoptant  la  loi  quadratique  comme  base  de  la 
solution  du  problème  balistique,  on  peut  établir  les 
tables  de  tir  de  ces  bouches  à  feu  dans  des  conditions 
assez  satisfaisantes  d'exactitude.  Cela  tient  à  ce  que  la 
vitesse  des  projectiles  des  mortiers  varie  de  100  à 
aSo  mètres  environ  et  que  dans  la  région  de  ces  vitesses, 
la  courbe  des  f{v)  présentant  un  minimum  (11)  les 
variations  de  cette  fonction  sont  très  faibles,  ce  qui 


#  ^' 
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permet  de  considérer  la  résistance  comme  quadratique. 
Quand  on  utilisa,  dans  les  canons,  des  vitesses  plus 
considérables  que  celles  employées  avec  les  mortiers, 
la  loi  quadratique  dut  être  abandonnée  comme  insuffi- 
sante pour  rendre  compte  des  faits  balistiques.  Diverses 
expressions  monômes  de  la  loi  de  résistance  furent  alors 
proposées  ou  employées.  C'est  ainsi  que  successive- 
ment, on  a  mis  en  avant  les  lois  du  cube,  des  4*^,  5® 
et  même  6®  puissances  de  la  vitesse  pour  représenter, 
soit  dans  toute  son  étendue,  soit  entre  des  limites  de 
vitesses  bien  déterminées,  la  loi  de  résistance  de  Fair. 
On  a  donné  (12)  Texplication  de  ces  interprétations 
successives  et  montré  Finsuffisance,  en  général,  d'une 

représentation  aussi  simple. 

I 

i56.  Généralité  de  la  théorie  d'Euler.  —  Au 

point  de  vue  de  la  théorie,  la  loi  du  carré  ne  se  dis- 
lingue pas  des  autres  lois  monômes  qui  réduisent  la 
fonction  F  (y)  à  la  forme  B^t''^.  En  effet,  Fhypolhèse  de 
la  proportionnalité  de  la  résistance  à  une  puissance 
quelconque  de  la  vitesse,  permet  d'aborder  analytique- 
ment  le  problème  balistique,  et  d'en  donner  une  solu- 
tion complète,  rigoureuse  et  générale,  sinon  sous  forme 
de  relations  explicites  entre  les  divers  éléments  de  la  tra- 
jectoire, du  moins  sous  forme  de  tables  d'un  usage 
commode  et  d'une  étendue  restreinte. 

C'est  à  Euler  qu'on  doit  le  principe  de  la  construc- 
tion de  ces  tables,  et  la  solution  qu'il  a  donnée  du  pro- 
blème balistique  dans  le  cas  d'une  résistance  quadra- 
tique a  été  le  premier  progrès  accompli  dans  l'étude 
du  mouvement  d'un  projectile  dans  un  milieu  résistant. 
Avant  cette  époque,  la  théorie  du  mouvement  dans  le 
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vide  était  seule  connue  et  employée  pour  rétablissement 
des  tables  de  tir. 

Des  tables  fondées  sur  la  théorie  même  d'Euler  ou 
sur  sa  généralisation  immédiate  ont  été  effectivement 
calculées  pour  des  lois  de  résistance  quadratique, 
cubique  et  biquadra tique.  Le  principe  commun  qui  a 
servi  à  la  construction  de  ces  tables  résulte  de  propriétés 
générales  qui  subsistent  quel  que  soit  Texposant  n 
admis  dans  l'expression  de  la  résistance  de  l'air.  C'est 
l'ensemble  de  ces  propriérés  qui  constitue  la  théorie 
d'Ealer. 

L'étude  du  problème  balistique  dans  le  cas  d'une 
résistance  F  (y)  =  BnV°  (forme  incompatible  avec  la 
fonction  F(v)  dans  toute  son  étendue),  outre  son  impor- 
tance historique,  présente  de  multiples  raisons  d'intérêt 
pratique  :  application  possible  au  cas  du  tir  des  mor- 
tiers ;  formules  légitimes  pour  des  régions  limitées  de 
la  courbe  F(v),  ou  pour  des  portions  restreintes  de 
trajectoires  ;  discussion  de  problèmes  inabordables  par 
une  autre  voie  et  enfin  possibilité  d'appliquer  les  mé- 
thodes de  cette  théorie  au  calcul  par  arcs  d'une  trajec- 
toire quelconque  où  F  (y)  sera  la  fonction  expérimentale 
réelle. 

i5y.  Équations  différentielles  du  mouvement. 

—  Les  équations  différentielles  du  mouvement  princi- 
pal étant  celles  du  n°  88,  savoir  : 

d{v  cos t)  __  cvF  dx—  —  —  v'd- 

d'^  9  9 

^t  i      vdi:  ^     ^  ,       j 

al  = ,  dy  = V   is:i  d'z. 

^r    cosT  "^  5^ 
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L'intégration  de  ces  équations  donnera  la  solution  du 
problème  balistique. 

On  se  donne  les  conditions  initiales  du  mouvement*, 
-c'est-à-dire  la  vitesse  initiale  V^,  V angle  de  projection  a, 
le  coefficient  balistique  c.  Il  s'agit  de  déterminer  la  tra- 
jectoire du  projectile  et  la  loi  du  mouvement  sur  cette 
trajectoire,  c'est-à-dire  de  rechercber  quelles  sont,  au 
temps  t,  les  coordonnées  x^y  du  projectile,  la  vitesse  v 
au  point  x,j  et  Vinclinaison  t  de  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire en  ce  point. 

Dans  la  théorie  d'Euler,  la  fonction  F(î;)  prend  la 
forme  B^t'",  B^  et  n  étant  deux  constantes.  On  posera 
en  outre  cBn  =  6^- 

L'équation  différentielle  de  l'hodographe 

d(v  cos  t)         cv¥ 
deviendra  donc 


d(v  cos  t)         6n 
dz         ~    g 


^n  +  l^ 


La  solution  d'Euler  dérive  tout  entière  de  la  possibi- 
lité qu'on  a  d'intégrer  cette  équation  différentielle.  On 
a  déjà  dit  (90)  que  cette  condition  était  suffisante  pour 
ramener  le  problème  aux  quadratures  et  que,  si  de 
l'équation  de  l'hodographe  on  pouvait  tirer  i;  =  ^*(t), 
les  autres  élémtînts  de  la  trajectoire  s'exprimaient  en 
fonction  de  t,  par  les  quadratures  : 

=  --  /'V(^)  -^ ;        x  =  --  Pw^d-:  ; 


.7  J  « 
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i58.  Intégration  de  Thodographe.  —  Or,  dans 
le  cas  actuel,  l'intégra tion  de  l'hodographe  est  extrême- 
ment aisée.  Ecrivons  en  effet  cette  équation  sous  la 
forme  identique 

g       d[v  cos  t)  c?t 

67    V'' "^  ^  COS" -^  ^  T    ~    COS^  +  ^T 

et  prenons  pour  variable  la  vitesse  horizontale  u  =  l' cos  t. 
Il  viendra  : 

g      du  d'z 

'b^'ûr^^  cos"-^*T  ' 

La  séparation  des  variables  se  trouA'e  effectuée  et  le 
problème  est  réduit  aux  deux  quadratures  de  chaque 
membre. 

D'une  part,  l'intégrale  /  ^  ^  a  pour  expression 
générale .  D'autre  part,  posons,  comme  défini- 
tion d'une  fonction  de  t  : 

d-z 


^°^^^~i    cos^  +  ^T  • 


Si  on  prend  alors  un  arc  de  trajectoire  défini  à  l'origine 
par  les  valeurs  V^  et  a  et  à  son  autre  extrémité  par  les 
valeurs  v  et  t,  on  obtiendra  l'hodographe  intégré  sous 
la  forme 


i:-ïï-  +  ?»w-7l:i?r  +  w. 


iSg.  Expression  de  ÇnW-  —  Dans  le  cas  où  n  est 
entier^  on  peut  exprimer  ÇnW  sous  forme  explicite. 
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Ecrivons,  en  effet 


^^^'^^        X     COS'^  +  ^T         X      COS"-^ 


COS"T 

et  intégrons  par  parties  ;  il  viendra  : 

/  \                      I               /            \   n          sinT     , 
S  (t)  =^  tfÇT -— ; [n  —  1  )  /     tff  T — -  d'Z 

OU  bien  : 

^  ,  .         sinT         ,  \  C'  ^  — cos'^T    , 

ç  (Tj  = [n  —  I  )  I    — — —  d'Z 

sinT         .  .   Ç'd'z  .  .   p     d'Z 

~'^^^~^'^~'ilo    cos^+^T+^'^^'U    cos--*T 

d'où  la  formule  de  récurrence  : 

Mais  d'autre  part,  on  connaît  directement  les  deux 
intégrales  qui  correspondent  à  n  =  o  et  a.  n  =  i  et 
qui  sont  (  1 8)  : 


Uv  =  I 


2—=  tg-^- 

COS-  T 


On  pourra  donc  calculer  successivement  et  de  proche 
en  proche  les  expressions  des  fonctions  Çn('^)  pour  toutes 
les  valeurs  entières  de  n^. 

'  A  remarquer  les  deux  expressions  de  Çn('c)  pour  n  =  —  i  etn  =  —  2. 

Ç_j(t)  ^=  f'  cosx  ctz  =  sinT. 


TTJ 


I 


fl 


LA    THÉORIE    d'eULER  23; 

Ainsi  on  trouverait  : 

,  ,  .         C'    (h  sin  T  I   ,  /  t:  t  \ 

2W  =  /   —  = ^  +  —  Log  tg    —  +  — 

./o      COS'  T  2C0S-T  2  \4  2/ 


rfr  sin  T 


3  COST 


COS'T 


et  ainsi  de  suite,  les  fonctions  impaires  ne  renfermant 
que  des  lignes  trigonométriques,  et  les  fonctions  paires 

"7  "1 /  • 

Les  expressions  générales  de  Ç^  ('^)  peuvent  d'ailleurs 
s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


n  pair  : 


cfw  siuT 


0  cos^+*T  n 


I         n — I       I  n — 3       I  3.5. ..(n — i)     i 

COS"t        Al 2C0S'^~-T        n 4C0S°"*T  2. 4... (ai 2)cOS-T 

1.3... (/2—l)  X      /^^      ,      '^ 

H 7^ ^Log%   T  +  "" 
2.4.../î  \4       2 

Al  impair  : 


ç. 


[: 


^''''        cA,     COS"^^T  Al 


[  Al I  I  Al 3  I  I     2.4. ..(/l l)       I 


COS"t         Al 2  COS°    ^T         /l 4C0S'*~*T  1.3...  (aI 2)  COST_ 

On  peut  observer  que  la  fonction  Çn  (t)  est  une  fonction 
impaire,  qui  change  de  signe,  mais  non  de  valeur  absolue 
quand  on  change  t  en  —  t.  Gela  résulte  des  expressions  ci- 
dessus  ;  car  (pour  n  impair)  §„  (y)  change  de  signe  comme  le 
sinus,  et  (pour  n  pair)  Çn('c)  change  de  signe  comme  le  sinus 


J 
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_-  _| 1  .  Ce  logarithme  est  évidemment 

égal  à  —  Log  tg  f  -^ ;- 1  puisque  la  somme  des  arcs  est  —  • 

Ainsi  donc,  dans  tous  les  cas  où  /i  sera  entier,  on 
pourra,  en  portant  les  expressions  précédentes  de  Çq  (t) 
dans  rintégrale  de  Thodographe,  avoir  une  forme  expli- 
cite de  cette  équation  et,  abstraction  faite  des  difficultés 
ultérieures  du  calcul,  obtenir,  soit  v  en  fonction  de  t 
soit  T  en  fonction  de  v. 

Si  on  veut  avoir,  non  plus  l'expression  en  termes 
explicites  de  la  vitesse  en  fonction  de  t,  mais  seulement 
la  valeur  numérique  de  v  on  pourra,  au  lieu  d'opérer, 
dans  chaque  cas  particulier,  le  calcul  de  l'intégrale, 
dresser  une  fois  pour  toutes  une  table  de  la  fonction  Çn('^) 
correspondant  à  chaque  valeur  de  n  (de  telles  tables 
existent  pour  des  valeurs  de  n  jusqu'à  n  =  6). 

i6o.   Développements    de    Çn('c)    en   série.    — 

D'ailleurs  si  on  suppose  n  fractionnaire  ou  quelconque,  cas 
où  l'expression  en  termes  finis  de  l'intégrale  Çn('^)  n'est  pas 
connue,  on  pourra  toujours  construire  des  tables  analogues, 
en  prenant  par  exemple  pour  base  le  développement  de 
Hn('^)  en  série. 

1°  Si  dans  rintésrrale  l     ^,  on   remplace  cos  t  par 

son  développement        ^/o 

COS  T  =  I 1 ^—^ y   ,    K  r  H 

I.'2  l.X.6J\  I. '2.  J.  4.5.0 

il  vient,  en  intégrant  chaque  terme  séparément, 

I  r  I        /i  +  2  / 1 VI  / 
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I 


I  n-f-2     I         (n+'2)(n+3)  /  I 


{n+i)-'' 


Exercices.  —  i"  Vérifier  que  pour  n:=: —  i ,  on  a  §,1(1)  =  t;. 
pour  n  =  —  2,  on  a  le  développement  du  sinus  ;  pour  /i  =  i ,. 
le  développement  de  la  tangente 


»"  t\  t^d 


2**  On  pourra  obtenir  une  autre  série  en  prenant  pour 
argument  au  lieu  de  t  la  tangente  tg  t. 

On  a  en  effet:     (h  = ^-1-      et      7-  =  1  4-  ter-  t. 

i+tgi:  cos-T  '      ^ 

Par  suite 

La  formule  du  binôme  donnera  : 

m 

ÎLzl  n — I      ,     '    n — I     n — 3    {a'^z 


2  2  2 

n — I     n — 3    n  —  5    tg^x 


+ 


2     "      2     *      2      *    3  ! 

La  valeur  de  Çn('^)  sera  donc  la  suivante  en  fonction  de  tg  z  : 

_  n — I   I  n — I     n  —  3      1    tc:*T 

Ç„(.)  =  fg.+  -^-j  tg».  +  -^ .  ^- .  -^  ^ 

n — I     n  —  3    n  —  j      i    Ig^x 

"*      ~  •     2    ■  ~T~  •  7  TT  "^ 

Cette  série  a  un  nombre  limité  de  termes  si  n  est  impair. 

Démontrer  l'identité  de  cette  expression  de  Çn(')  avec 
l'expression  générale  donnée  au  n°  139  pour  /i  impair  (ad- 
mettre que  le  théorème  est  vrai  pour  n  et  montrer  qu'il  est 
encore  vrai  pour  (/i  -f-  2)  ;  vérilier  directement  qu'il  y  a 
identité  pour  /i  =  1  et  n  =  3). 
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i6i.  Étude  de  Thodographe.  —  On  peut,  dans  le 
cas  particulier  actuel  où  on  sait  intégrer  l'hodographe, 
retrouver  directement  toutes  les  propriétés  de  cette 
courbe  établies  au  |  i  du  Chapitre  iv. 

On  écrira  Tintégrale  de  Thodographe  : 

■;^+Ç„(t)  =  Q     enposant     Q=-X^+ç„(a). 

Q  est  ainsi,  pour  un  projectile  donné  (fe^  connu),  une 
fonction  des  données  à  Torigine  V^  et  a. 

La  relation  qui,  dans  l'intégrale,  relie  v,  t  et  Q  subsiste 
en  chaque  point  de  la  trajectoire,  de  sorte  qu'en  don- 
nant à  a  et  Vo  différentes  valeurs  corrélatives,  on  pourra 
obtenir  diverses  expressions  ou  définitions  du  para- 
mètre Q. 

a)  Faisons  par  exemple  V,,  =  oo  ;  le  premier  terme 
du  second  membre  s'annule  et  en  désignant  par  S  la 
valeur  que  prend  t,  on  a  :  Q  =  Ç^  (0).  L'inclinaison 
définie  par  l'angle  0  correspond  à  l'asymptote  de  l'ho- 
dographe. 

b)  Faisons  encore  a  =  o  ;  on  est  au  sommet  de  la 
trajectoire  où  u  =  V^  et  Q  satisfait  à  la  relation 

c)  Cherchons  directement  la  valeur  de  v  au  point 

T  = ',  En  ce  point  Çn(T)  devient  égal  à  —  oo  et 

n~^  à  +  00  ;  l'expression  de  Q  se  présente  sous  la  forme 
(  00  —  oo) .  Écrivons  identiquement. 

9      ,     '^Çn(':) 


nCOS°T 


Jo^"^        cos~"t. 


=  Q. 


t 


'  •   • 
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La  vraie  valeur  de  l'expression  —  _  '  ,  qui  se  pré- 

sente  sous  la  forme  —  ,  s'obtiendra  en  prenant  les  déri-  : 

n  -^ 


vées  des  deux  termes,  ce  qui  donnera — - — : —  c'est- 

^      ^  /lCOS~'*~'TSmT 

à-dire  —  i ,  pour  t  = 

On  a  donc ,  en  ce  point  : 


n  cos"  T 


.9 


hjf^ 


=  Q. 


Or  le  facteur -—  tend  vers  oc  pour  t  = . 

/icos^T  ^  9. 

Pour  que  le   produit  reste  égal  à  Q,  il   est  nécessaire 
que  le  second  facteur  s'annule. 

Au  point  ( —  j  ,  on  aura  donc  h^"^  =  ^,  ce  qui  est 

bien  la  relation  connue  cF(y')  =  (/. 

162.  Théorème.  —  Si  deux  projectiles  ont  des  coeffi- 
cients balistiques  différents^  mais  même  valeur  de  Q,  leurs 
hodographes  sont  semblables. 

En  effet,  on  aura  pour  le  premier  projectile  6^?  ^^ 
point  (y,  t)  : 

nFJfcô^  =  Q  —  Çn  W 

et  pour  le  second  6^,  au  point  (i^^,  t)  : 

3  ,_  o Ç    ["] 

n6;i>fcos'^T       ^         '^^^^ 

d'où  en  divisant  membre  à  membre  :     6^  v"^  =  b'^^v"]^ 


v 
c'est-à-dire  — 

V. 


</l 


BALISTIQUE.  l4 


:i 


COS'^'^^^T  .  ^ 


••: 
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Ce  radical  est  ainsi  le  rapport  de  similitude  des  deux 
hodographes. 

D'après  cela,  les  deux  paramètres  déterminant  un 
hodographe  sont  (Q  ou  8)  et  (6„  ou  v',  vitesse  terminale.) 
La  connaissance  de  ces  deux  nombres  suffit  pour  carac- 
tériser complètement  la  courbe. 

L'hodographe  peut  s'écrire  en  fonction  des  deux  para- 
mètres Q  ei  v'  : 


I  f  v'  \n 


ncos^T    w 


+  inW  ==  Q- 


i63.  Exercices.  —  Théorèmes  à  démontrer.  —  i°  Si  on 

g  rend  sur  la  branche  ascendante  de  la  trajectoire  et  sur  la 
ranche  descendante  les  points  d'inclinaison  t  et  —  t,  on  a 
entre  les  vitesses  horizontales  en  ces  points  et  la  vitesse  Vg  au 
sommet  la  relation 


'1  II 


V^         u?  "•*  M^^ 


Après  le  point  —  0,  associé  du  point  -|-  6,  on  doit,  pour 
étendre  le  théorème,  considérer  un  point  de  la  branche  des- 
cendante et  un  point  de  la  brancne  isolée,  ayant  même 
inclinaison  —  t.  On  a  alors  : 

ti  I  I         (a,  s'applique  à  la  branche  descendante) 


Vg"        M?         «^^      (m_- s'applique  à  la  branche  isolée). 

2°  Les  points  (v^j  t,^)  de  vitesse  minimum  sont  donnés 
par  l'équation 

Q=z=Ç„(t) = -- 

^  ^^  '  «SmTCOS^T 

Les  trajectoires  avec  sommet  exigeant  que  Q  soit  positif, 
trouver  la  limite  de  l'angle  T,n  où  peut  se  produire  le  point 
de  vitesse  minimum  pour  ces  trajectoires. 

On  a  pour  un  tirhorizontal  avec  une  vitesse  infime,  Q=o 

d'où  sin  T  cos"  z  ^Jz)  =  —  • 


[ 
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On  trouve  les  valeurs  suivantes  : 

/i    =     I  2  3  4  5     ... 

T„=9o<»        56o3o       45<>        38rio      34018... 

3°  Le  point  (wn,  t^)  de  vitesse  verticale  minimum  sur  la 
branche  isolée  est  donné  par  la  formule  : 


ncos 


n«. 


4?  Quand,  pour  un  même  projectile  (b^  ou  v'  constant), 
Q  varie,  le  lieu  des  points  d'inflexion  de  l'hodographe  (c'est- 
à-dire  le  lieu  des  points  de  vitesse  minimum)  a  pour  équa- 


V  ^  ^ 


tion  (  — 7  1    =  sin  T.       Pour  /i  ==  i ,  c'est  un  cercle. 

5°  Dans  les  mêmes  conditions  (Q  variant)  le  lieu  des 
points  (Vn,  Tn)  où  la  tangente  à  l'hodographe  est  verticale  est 
la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe 
précédente. 

6^  La  tangente  en  un  point  de  la  courbe  des  inflexions 
a  pour  expression  tg  I  =  n  tg  t. 

7®  Quand  Q  varie,  la  tangente  au  point  d'inflexion  de 
l'hodographe  enveloppe  une  certaine  courbe.  Soit  M  le  point 
d'inflexion,  N  le  point  où  la  tangente  en  M  rencontre  la 

verticale  ('^  = ;-)  ;  soit  I  le  point  où  la  tangente  touche 

son    enveloppe.    Démontrer    géométriquement    qu'on    a 
IM         I 

§  2.  —  Les  trajectoires  d'Euler 

164.  Expression  des  éléments  d'un  arc.  —  Nous 
avons  vu  que  le  problème  balistique,  en  théorie  réduit 
aux  quadratures  lorsque  l'hodographe  était  intégré,  Tétait 
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effectivement  et  immédiatement  si  on  pouvait  tirer  de 
rintégralc  de  Thodographe  v  sous  la  forme  v  =  ^^J) . 

Or,  cVsl  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  actuel  où  F(i';  =  B^i'". 

PuisquW  a,  en  effet, 

on  en  tirera,  en  remplaçant  u  par  v  cos  t  : 

nb. 


V  =  U-t) 


~in 


L  S»  J 


COST 


Q  -  in(') 


1 

n 


En  portant  cette  valeur  de  ^'(t)  dans  les  équations  du 
n**  88,  il  viendra  le  système  suivant  : 


-I    _  1 
n 


^r 


COST 


cos 
d-: 


L  9  J 


-j;[Q-5nW]" 

-Aq-ÇhW]"^ 

«/a 


=  -/\Q-in(T)]-^tgT 


2  ^ 


COS'T 


c/t 


COS-T 


Au  moyen  des  quadratures  indiquées  dans  les  seconds 
membres,  il  serait  possible  de  calculer  une  trajectoire 
particulière  définie  par  les  éléments  initiaux  Vy,  a  et  c. 
Ces  éléments  suffisent,  en  effet,  pour  déterminer  la 
constante  Q  et  le  calcul  des  intégrales  pourrait  alors 
s'effectuer  par  une  des  méthodes  de  quadrature  que 
l'on  connaît.' 

Mais  les  calculs  devraient  être  repris  dans  chaque  cas 
particulier,  de  sorte  qu'on  serait  loin,  si  la  théorie  se 
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bornait  à  tes  formules,  d'une  solution  vraiment  pra- 
tique du  problème.  Une  étude  plus  complète  du  sujet 
va  permettre  d'apercevoir  de  notables  simplifications  ; 
des  relations  très  simples  existent,  en  effet,  entre  les 
diverses  trajectoires  qui  jusqu'à  présent  paraissent  sans 
dépendances  piutuelles. 

i65.  Trajectoire  complète.  —  Les  deux  para- 
mètres Q  et  6^  étant  connus,  et  reliés  en  chaque  point 
de  la  trajectoire  par  Téquation  de  l'hodographe,  les 
différents  éléments  de  la  trajectoire  donnés  par  les  for- 
mules précédentes  ne  dépendent  plus  alors  des  données 
initiales  que  par  la  limite  arbitraire  a  de  l'intégrale  du 
deuxième  membre.  Ces  formules  sont  donc  propres  à 
représenter,  non  seulement  la  portion  restreinte  de  tra- 
jectoire située  au-dessus  de  l'horizontale  qui  passe  par 
la  bouche  de  la  pièce,  ayant  pour  données  à  l'origine 
\q  et  a  et  limitée  au  point  de  chute,  mais  la  trajectoire 
complète  qui  s'étend  tant  au-dessus  qu'au-dessous  du 
plan  horizontal  de  la  bouche. 

On  peut  supposer  le  calcul  de  cette  trajectoire  effectué 
par  des  moyens  quelconques  de  quadrature  et  les 
nombres  qui  en  résultent  mis  sous  forme  d'une  table 
qui  aurait  le  double  titre  Q  =  ...  et  6^  =  ...,  valeurs 
des  deux  paramètres  caractérisant  la  trajectoire  particu- 
lière étudiée. 

On  prendrait,  par  exemple,  pour  origine  le  sommet 
où  on  a  : 

et  où  on  supposerait  x  =  y  =  t  =  o.  On  calculerait 


246 


RESISTANCE    MONOME 


ainsi  des  arcs  sur  la  branche  ascendante  par  des  for- 
mules telles  que  la  suivante  pour  l'abscisse 

2  2 


nb 


n 


y.  g  A 


n  /%o  r-  1       " 

9^=-J      [Q-5n(-) 


dz 


cos 


•^^ 


et  les  arcs  correspondant  à  la  valeur  —  t  slir  la  branche 
descendante  par  la  formule  : 


W%x^-_(-[q -!.(.) 


2_ 
n 


dz 


COS 


^•<-  • 


On  pourrait  alors  calculer  et  dresser  la  table  suivante  : 


Traiectoire  ;  , 


55° 


Branche    ascendante 


Sommet , 


O 


X 


S5 
34 


Branche  descendante.  ; 


550 


^1 
o 


X— 


Sô 


y 

l 

V 

• 

y&Jt 

m 

■ 

«5* 

• 

m 

"84 

0 

«1 

0 

»^1 

7-1 

«-1 

• 

"-1 

• 

7—55 

• 

• 

^'-05 

• 

Les  abscisses, 
les  ordon- 
nées et  les 
temps  sont 
comptés  à 
partir  du 
sommet. 


Cette  table  permettrait  de  calculer  immédiatement 
telle  portion  qu'on  voudra  de  la  trajectoire  (Q,6n),  por- 
tion que  définissent  les  deux  valeurs  t  aux  extrémités  de 
l'arc  ou  deux  valeurs  de  a?,  y,  /  ou  v.  Pour  avoir,  par 
exemple,  les  éléments  du  point  de  chute  de  la  trajectoire 
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(Q,feji)  qui  a  un  angle  de  projection  de  55°,  il  suffit  de 
chercher  sur  la  branche  descendante  la  valeur  y_^  qui 
est  égale  à  j^g  pour  obtenir  dans  la  ligne  horizontale  tous 
les  éléments  nécessaires  pour  calculer  le  point  de  chute. 
On  aura  : 


X=aîg5+a?_-«;     T==^g5+/_«;     t=— to;     V^=î;_ 


55* 


i66.  Les  deux  familles  de  trajectoires  d'Euler. 

—  Les  éléments  à  l'origine  V^  et  a,  particuliers  à  une 
trajectoire,  ayant  été  éliminés  par  les  considérations  qui 
précèdent,  on  voit  que  toutes  les  trajectoires  possibles 
ne  dépendent  plus  que  de  deux  paramètres  Q  et  6^. 

^  On  peut  par  suite  distinguer  toutes  les  trajectoires  en 
deux  familles  dont  la  première  sera  définie  par  la  con- 
dition Q  =  constante  et  la  seconde  par  la  condition 
b^  =  constante. 

Dans  chacune  de  ces  familles  existe  encore  une  infi- 
nité de  trajectoires,  mais  qui  ne  dépendent  plus  que  d'une 
seule  variable  6^  ou  Q,  suivant  que  l'on  considère  l'une 
ou  l'autre  famille. 

167.  Similitude  des  trajectoires.  —  L'ensemble 
des  propriétés  communes  à  toutes  les  trajectoires  de 
la  famille  Q  =  constante,  constitue  la  théorie  qu'on 
désigne  sous  le  nom  de  similitude  des  trajectoires  et  que 
résument  les  théorèmes  suivants  : 

i*^  Théorème  L  —  V accélération  totale  en  un  point 
d'une  trajectoire  Q  =  constante^  ne  dépend  que  de  i incli- 
naison T  de  la  tangente  à  la  trajectoire  en  ce  point. 

En  effet,  l'accélération  totale  est  formée  par  la  com- 
position de  l'accélération  tangentielle  qui  dans  le  cas  pré- 
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sent  est  fe„y^  et  de  la  pesanteur  ^.   Or,  d'après  l'équa- 
tion de  rhodographe  : 


Kv""  =  ' 


9 


u 


„cos»t[Q-Ç„(t)]' 


si  Q  =  constante,  l'accélération  6^^'*  ne  dépend  que 
de  l'inclinaison  t. 

Sur  deux  trajectoires  Q  =  constante,  au  point  de 
même  inclinaison  t,  on  aura  donc  les  deux  composantes 
bjj)"^  et  g  égales  et  parallèles.  Il  en  sera  de  même  de  leur 
résultante.  .  <        c  q.  f.  d. 

Deux  points  de  même  inclinaison  t  sur  deux  trajec- 
toires Q  ==  constante  difierentes  sont  dits  homologues. 

2^  Théorème  IL  —  Les  droites  qui  joignent  deux  à 

deux  les  points  homologues  passent  par  le  même  point. 

Soient  AA^  et  BB^  deux  systèmes  de  points  homo- 

o  logues  infiniment  voisins  sur  deux  tra- 

y<^\  jectoires  Q  =  constante.   Par  suite  de 

-^  '  ..^    >:f^        l'égalité  des  inclinaisons  t,  les  deux  seg- 

At:/\       ments  AB  et  A^B^  sont  parallèles. 

'•\  Soient  r  le  ra}on  de  courbure  de  la 

Fig.  59.  trajectoire  AB  en  A,  et  r^  le  rayon  de 

courbure  de  la  trajectoire  A^B^  en  A^. 
Dn  a  par  définition  : 

AB  =  rd'z  et  A^B,  —  t/Zt. 


Mais,  d'après  la  relation  : 


v' 


on  aura 


g  cos  T 
AB  r         v' 


A,B.         r,         vf 
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■•^49 


ou  bien,  puisque  d'après  le  théorème  précédent 


6„i.»     è;*.î 

) 

2 

AB 
A.B. 

1  *'  '^  ' 

n 

Ainsi  les  deux  trajectoires  sont  composées  d'éléments 
AB  et  A^B,  semblables  et  semblablement  placés.  Elles 
sont  homothétiques  et  leur  rapport  de  similitude  est  : 


6 


n 


L_  ^n  -J 


2 
n 


Les  vitesses  en  deux  points  homologues  sont  dans 
un  rapport  constant,  égal  à  la  racine  carrée  du  rapport 
de  similitude. 

Deux  arcs  homologues  sont  parcourus  en  des  temps 
t  et  t^  tels  que  : 


s 

V 


V. 


s 

s, 


V. 


V 


V 


V. 


5 

V 


V 
V 


1 


3"^  Démonstration  analytique.  —  Au  lieu  d'employer 
la  voie  géométrique  ci-dessus,  la  similitude  des  trajec- 
toires Q  =  constante,  peut  s'établir  immédiatement  en 
considérant  les  formules  du  n**  164. 

Les  seconds  membres,  en  effet,  de  ces  équations 
seront  égaux  pour  deux  trajectoires  :  1®  si  Q  est  cons- 
tant ;  2°  si  les  limites  a  et  t  de  l'arc  sont  les  mêmes, 
c'est-à-dire  si  on  considère  deux  arcs  homologues. 

En  égalant  alors  les  premiers  membres  des  trajec- 
toires 6„  et  6,'i,  on  trouve  immédiatement  le  rapport  de 
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similitude 
61 


2 

61 1» 


utn. 


pour  les  longueurs  x  et  y  et  le  rap- 


port 


n   — j 


1 
n 


pour  les  vitesses  et  les  temps. 


4**  Théorème  III  (Réciproque).  —  Supposons  deux 
trajectoires  semblables  et  considérons  deux  petits  arcs 
homologues  inclinés  de  t  sur  Thorizontale.  Soit  K  le 
rapport  donné  de  similitude  des  deux  trajectoires. 

Les  deux  valeurs  des  rayons  de  courbure  en  t 


i'*  î'? 


et         r^  =  — 


g  cos  T  g  cos  t 


r         ,.         v^ 


donneront  :  —  =  K  =  -^. 


f\  ^'l 


Si  on  prend  alors  les  deux  équations  de  l'hodographe 
sous  leur  forme  générale  : 

rffy  cost)  ^,  .  rf>,  cost)  ^,    . 

la  relation —  =  y  K    qui    rend    égaux    les    premiers 
membres  exige  que  cY{v)  =  c^F(y^). 

5"  Ceci  posé,  on  peut  démontrer  le  théorème  suivant  : 
La  similitude  de  deux  trajectoires  n'est  possible  que 
dans  le  cas  ou  on  admet  que  la  résistance  de  l'air  est  pro- 
portionnelle à  une  puissance  de  la  vitesse. 

De  la  relation  v  =  u^y/K,  on  tire  en  différeniiant 
logarithmiquement 

dv         dv, 

—  =  — -  =  A/l, 


V  v^ 


m  étant  une  constante. 
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De  la  relation  cF(v)  =  ^i^i'^i)  on  déduit,  en  opérant 
de  même 

dF{v)  _  dF(y,)  _ 

F(.)    -   F(t,.)    -'"• 

On  pourra  donc  écrire  : 

dF  ,        fm'\  m'    dv 

m  =    —     m  ^ 


F  \fn,  I  m     V  ' 

TA  ^'  •     . 

Posant  :  —  =  ai  et  mte^rant,  on  aura  : 

m  " 

Log  ¥  =  n  Log  V  +  Log  B^, 

Bu  étant  une  constante  ;  on  en  déduit  : 

F(v)  =  B^v"  c.  q.  f.  d. 

i68.  Conséquences  de  la  théorie  de  la  simili- 
tude. —  Toutes  les  trajectoires  de  la  famille  Q  =  cons- 
tante étant  semblables,  la  table  définie  ati  n''  i65  et  qui 
donne  une  trajectoire  calculée  avec  des  valeurs  particu- 
lières pour  Q  et  6^  permet  d^obtenir  une  trajectoire  quel- 
conque définie  par  la  même  valeur  de  Q,  et  par  telle 
autre  valeur  qu'on  voudra  pour  6^.  Il  suffira,  en  effet, 
d'amplifier  les  éléments  de  celle  qui  a  été  calculée  en 
suivant  les  règles  de  similitude   démontrées  ci-dessus. 

Ainsi  donc,  le  problème  général  qui,  à  l'origine,  sem- 
blait dépendre  de  trois  paramètres  V^,  a  et  6^  a  été  ramené 
tout  d'abord  à  ne  dépendre  que  de  deux,  Q  et  6^  et  enfin 
par  la  théorie  de  la  similitude,  que  d'un  seul  Q.  Le 
calcul  des  tables  numériques  se  réduira  donc,  en  der- 
nière analyse,  à  celui  d'un  certain  nombre  de  trajectoires 
distinguées  par  les  valeurs  attribuées  au  paramètre  Q  et 
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pour  le  calcul  de  toutes  ces  trajectoires,  on  adoptera 
une  seule  et  même  valeur  pour  6^,  valeur  qu'on  peut 
d'ailleurs  choisir  arbitrairement. 

On  voit  que  la  quantité  Q  définit  la  forme  de  la  tra- 
jectoire. On  peut  la  nommer  paramètre  déforme. 

La  variable  fe^,  véritable  paramètre  de  grandeur^  en 
définit  les  dimensions. 

Quant  aux  données  initiales  V^,,  a  et  finales  t,  ou  x^ 
/,  j,  elles  ne  sont  que  des  constantes  qui  délimitent 
dans  la  trajectoire  indéfinie  déforme  Q  et  de  grandeur 
ba  la  portion  utile  que  Ton  a  à  considérer. 

On  a  vu,  au  n^  i6i,  que  le  paramètre  de  forme  Q 
pouvait  recevoir  diverses  définitions  résultant  de  l'appli- 
cation de  l'équation  de  l'hodographe  à  difiérents  points 
de  cette  courbe. 

a)  C'est  ainsi  qu'on  a  d'abord  la  définition  générale 


en  tout  point  de  l'hodographe. 

b)  Au  sommet        Q  =  — ,%■    =  — 


n  '  s 


c)  Au  point  Q  de  vitesse  infinie  sur  la  branche  ascen- 
dante Q  =  Ç„(©). 

d)  Au  point  de  vitesse  minimum 


Q  =  Ço(t„) 


I 


.n  smTa^  COS'^Tm 
Etc. 


169.   Nombres  inscrits    dans   les  tables.  — 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  les  tables  définies  au 
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a53 


n**  i65  ne  porteront  plus  que  Ten-téte  Q,  ou  un  en-léte 
équivalent  tel  que  y,  6,  T,n. . . 

Le  choix  le  plus  simple  qui  pourra  être  fait  de  6^  pour 
calculer  toutes  ces  tables  sera  celui  qui  rend  les  nombres 
inscrits  dans  les  tables  indépendants  des  unités  de  me- 
sure. Si  on  remarque  que  les  deuxièmes  membres  des 
équations  du  n°  164  sont  des  quantités  purement  numé- 
riques, on  obtiendra  immédiatement  le  résultat  cherché 
en  inscrivant  ces  nombres  abstraits  dans  les  tables  dont 
les  colonnes  porteront  alors  comme  en-tête  les  quantités 
qui  figurent  dans  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions. 

Les  tables  prendront  alors  la  disposition  suivante  : 


Q                    ou     V              ou     0 

T 

l  9  \ 

2 

n  gx 

l  9  \ 

• 

"  9y 

nb„' 

L  ^  J 

1 
ngt 

6„t<» 
9 

La  disposition  du  reste  de  la  table  est  analogue  à 
celle  du  n^  i65. 

L'usage  de  ces  tables  sera  le  suivant  : 

Ayant  déterminé  le  paramètre  de  forme  Q  par  la 
relation  connue  en  fonction  des  données  initiales,  V^, 
b^  et  a  (168),  prendre  la  table  ayant  pour  en-tête  cette 
valeur  de  Q.  Former  à  partir  de  l'angle  de  projection  a 
la  trajectoire  même  que  donne  la  table,  comme  il  a  été 
dit  au  n®  i65,  puis  diviser  respectivement  chaque  élé- 
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IJ 
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ment  par  les  facteurs  qui  multiplient  x,  y,  t  ou  v  clans 
les  en-têtes  des  colonnes.  On  aura  ainsi,  en  grandeur, 
la  trajectoire  cherchée. 

Tels  sont  les  principes  généraux  qui  ont  présidé  à  la 
confection  des  différentes  tables  qui  ont  été  calculées. 
En  parlant,  au  paragraphe  suivant,  de  ces  tables,  nous 
dirons  les  quelques  difl^ércnces  que  chaque  auteur  a 
introduites  dans  leurs  dispositions  et  nous  signalerons 
les  variantes  de  ces  tables. 

170.  La  branche  ascendante  des  trajectoires 
d'Euler.  —  La  forme  des  trajectoires  d'Euler  [cF(t') 
=  6^^"]  est  celle  qui  a  été  étudiée  au  Chapitre  v. 
Il  existe,  pour  chaque  valeur  de  Q  ou  B  une  trajectoire 
avec  sommet  (Q  ou  B  positif)  et  une  trajectoire  sans 
sommet  (Q  ou  S  négatif)  qui  se  complètent  mutuelle- 
ment. 

La  vitesse  terminale  v'  est  la  même  pour  ces  deux  tra- 
jectoires et  telle  que  b^v'^  =  g. 

Il  existe  pour  chacune  une  asymptote  verticale  à 
distance  finie. 

Suivant  la  valeur  de  Texposant  ai,  l'extrémité  ( —  ù  et 
—  Q')  de  la  branche  ascendante  aura  des  propriétés  dif- 
férentes. On  a  donné  (121)  Texpression,  dans  le  cas  de 
c¥{v)  =  b^v^^  des  quatre  fonctions  dont  dépendent  les 
propriétés  des  points  12  et  Q', 

On  a  : 


n  —  i   1 


nbj^v^  '  ^         [n  —  '^jbj^v 
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Il  faudra  faire  y  =  oo  dans  ces  expressions.  Pour  les 
valeurs  de  n  >  o  (résistance  croissant  avec  la  vitesse), 
on  trouve  alors  : 


n 


Les  points  Q  et  iï  sont  à 

distance* 

Le  temps  T  est 

L'asymptote  est  à  distance. 


!  <  I 

I 

<^ 

2 

>2 

;   ^ 

00 

;     00 

op 

finie  : 

\    00 

00 

:  fini 

fini 

fini  i 

i     00 

00 

finie 

finie 

finie: 

I  3.  —  Les  tables  d'Otto  (résistance  quadratique) 

171.  Cas  de  n  =  2.  —  Le  cas  d'une  résistance 
quadratique  est,  au  point  de  vue  pratique,  le  plus  ira- 
portant  de  ceux  compris  dans  la  théorie  d'Euler.  C'est 
d'ailleurs  pour  ce  problème  particulier,  sur  lequel  se 
sont  portés  ensuite  les  efforts  de  nombreux  géomètres, 
qu'Euler  développa  sa  théorie  ;  il  calcula  lui-même,  à 
titre  d'exemple  numérique,  une  des  trajectoires  de  la 
famille  Q  =  const. 

La  même  méthode  fut  appliquée  à  la  construction  de 
tables  suffisamment  étendues,  en  1704,  par  Gra)wenitz. 
Plus  tard,  en  1840,  le  G^^  Otto  reprit  la  même  ques- 
tion. 

Les  tables  de  Grœwenitz  affectent  exactement  la  dis- 
position indiquée  au  n°  i65.  Le  paramètre  de  forme 
choisi,  est,  à  l'exemple  d'Euler,  l'inclinaison  limite  6 
de  la  branche  ascendante. 

Les  tables  d'Otto  présentent  une  disposition  diffé- 
rente, quoique  le  point  de  départ  en  ait  été  le  calcul  de 
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tables  absolument  analogues  à  celles  de  Grœwenitz  et 
avec  le  même  argument  0.  Sous  la  forme  que  leur  a 
donnée  le  G**^  Otto,  elles  sont  d'un  usage  très  pratique 
et  ce  sont  celles-là  même,  après  quelques  modifica- 
tions de  détail,  qu'on  peut  encore  employer  actuelle- 
ment pour  rétablissement  des  tables  du  tir  des  mortiers. 

172.  Intégrale  de  l'arc  s  dans  le  cas  de  n  =  2. 

—  Le  calcul  des  intégrales  du  n**  164  qui,  dans  le  cas 
général,  ne  peut  se  faire  que  par  des  méthodes  générales 
de  quadrature,  peut,  dans  le  cas  d'une  résistance  qua- 
dratique, s'effectuer  par  un  procédé  d'approximation  spé- 
ciale et  rapide,  qui  tient  à  ce  qu'une  intégrale,  reliée 
facilement  à  celles  du  n°  164,  peut  s'intégrer  immédia- 
tement. Cette  intégrale  est  celle  qui  donne  l'arc  s  de 
trajectoire.  ,       , 

On  a  en  effet  ds  =  vdt  = d'où,  dans 

1  '     '      1  Q      COST 

le  cas  gênerai,  ^ 


nb^ 


L   ^   J 

Si  on  y  fait  n  =  2,  il  vient 

d'z 

/  "  - 

2b  ^s= , 


n    


COS'^T 


Or  on  a  dSJr:)  =        .,     . 

■^    ^  COS*  T 

Donc 


Ç.W~  ^^Q-Ç.W 
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Remplaçant  Q  par  sa  valeur  Q  =  ^.^i^)  -\ ^— r  -,  il 

viendra  :  '  ^ 


^=i^«^ 


L'arc  s  est  donc  connu. 

173..  Calcul  de^  éléments  d'un  arc.  —  Pour 
calculer  une  trajectoire  Q,  Euler  et  après  lui  Otto,  font 
le  calcul  par  arcs  successifs  (qu'ils  choisissent  de  faible 
amplitude)  en  prenant  comme  point  de  départ  l'inté- 
grale précédente  qui  donne  s.  Les  formules  qu'ils  em- 
ploient sont  les  suivantes  : 

Soit  un  arc  dont  on  connaît  les  tangentes  extrêmes  t^ 
et  T  et  la  vitesse  v^  à  l'origine.  Les  inconnues  sont,  au 
point  T,  les  quantités  u,  oc,  y  et  t, 

a)  Calcul  de  V,  —  La  vitesse  v  sera  donnée  immédia- 
tement par  l'intégrale  de  l'hodographe 

26ycos^T  ^  ib,vl  cos^  T,  "^  ^^'^'"«^  ~  ^^^'^^ 

L'intégrale  Ç_j('^o)  —  '^■li'^)  ^^*  prise  par  une  simple 
différence  dans  la  table  de  la  fonction  'è.^i'^)'  Tout  est 
alors  connu  dans  le  second  membre  ;  v  est  donc  connu. 

b)  Calcul  de  s.  —  La  formule  du  n°  172 


*  =  -i^°^ 


I  +  — ^  "0  cos^  -ï„  (Ç,(-:„)  —  Ç,(t 


>i 


peut  encore  s  écrire  : 

Lo 


I  v;  cos^  Tq 

-T-  Log  — ^ 

26.^  v*  COS"  T 


ÎA  J 
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Dans  le  second  membre  tout  est  connu  :  Tare  s  est 
donc  connu. 

c}  Calcul  de  x  et  y.  —  Procédant  alors  par  approxi- 
mation dans  l'hypothèse  d'une  amplitude  (r^  —  t)  petite, 
Euler  et  Otto  posent  : 


X 


S  cos 


y  ==  s  sin 


2  2 

On  remplace  donc  l'arc  s  par  une  droite  de  même 

longueur  inclinée  de  l'angle  moyen  —^ . 

d)  Calcul  de  t.  — '-  Admettant  que  Tare  s  est  parcouru 


avec  une  vitesse  moyenne 


V. 


V 


,  on  écrira 


25 


i\ 


V 


174.  Tables  de  première  espèce.  ^—  Otto  calcule 
la  trajectoire  par  arcs  successifs  de  1°,  en  partant  du 
sommet  sur  la  branche  ascendante  et  sur  la  brianche 
descendante. 

Chacune  des  trajectoires,  calculée  et  défmie  par  une 
certaine  valeur  du  paramètre  de  forme  6,  est  disposée 
comme  la  table  du  n°  i65,  mais  les  en- têtes  deviennent 
en  faisant  /i  =  2 


f)  = 

— 

w 

ibjc 

■^bj 

.9 

i  \/ih,g 
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175.  Première  transformation.  —  Mais  dans,  la 
pratique,  on  a  besoin  le  plus  souvent,  non  de  la  trajec- 
toire totale  du  projectile  que  donnent  les  tables  de  pre- 
mière espèce,  mais  des  éléments  du  point  de  chute  en 
fonction  des  données  initiales  V^,  a  et  6^.  Le  problème 
résolu  et  résumé  numériquement  par  les  tables  précé- 
dentes était  beaucoup  plus  général  que  le  problème  res- 
treint ainsi  posé.  Mais  inversement,  cette  solution  gé- 
nérale étant  acquise,  il  est  facile  d'en  déduire  les  élé- 
ments dont  on  a  besoin  dans  les  cas  ordinaires  et  d'en 
former  un  ensemble  tout  à  fait  pratique. 

Chacune  des  m  tables  de  première  espèce,  correspon- 
dant à  m  valeurs  de  6  renfermera,  en  regard  de  l'argu- 
ment T,  les  valeurs  des  quatre  éléments  x^y^teiv.  Rem- 
plaçons tout  d'abord  ces  m  tables  par  quatre  tables  particu- 
lières à  double  entrée  ne  donnant  chacune  qu'un  des  élé- 
ments X,  y,  /  ou  f  et  se  présentant  sous  forme  de  table  de 
Pythagore  avec  deux  arguments  6  et  t  ainsi  qu'il  suit 


• 

^b.^x 

\     ^ 

Q\ 

85 

75 

74 

•  ■  • 

I 

0 

—  I 

•         •         • 

80 

81 

•         •         • 

•           •           • 

DO 

•     •     • 
23 

0 

« 

•^ 
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Mais  au  lieu  de  mettre  dans  cette  table  les  valeurs  de 
26^0?,  qui  représentent  les  abscisses  depuis  t  =  75°  par 
exemple  jusqu'à  7  =  0,  on  peut  mettre  sfc^X,  X  étant 
la  portée  depuis  Torigine  jusqu'au  point  de  chute.  A  cet 
effet,  on  déterminera  le  point  de  chute  dans  la  table  2b. ^y 
en  cherchant  Tangle  négatif  fournissant  la  même  ordon- 
née y  que  celle  inscrite  dans  la  colonne  7 5°,  et  pour  la 
valeur  S  choisie. 

La  table  aè^X  s'arrêtera  donc  au  sommet  t  =  o  et 
aura  deux  arguments  a  et  6. 

On  dressera  des  tables  analogues  pour  les  autres  élé- 
ments du  point  de  chute  qui,  avec  les  mômes  argu- 
ments a  et  0  donneront  o)  ;  T  {/^b.g  ;  V„  i  /  — ^  . 

On  pourra,  de  la  même  manière,  établir,  si  on  veut, 
des  tables  du  même  genre  pour  les  éléments  du  som- 
met qui  donneront  

176.  Deuxième  transformation.  —  Mais  l'argu- 
ment qui  se  présente  naturellement  dans  les  applica- 
tions pratiques  et  en  particulier  dans  le  problème  du 
calcul  numérique  d'une  table  de  tir  est  l'angle  de  pro- 
jection a  et  il  est  utile  d'avoir  à  la  fois  tous  les  éléments 
qui  correspondent  à  cet  angle,  au  lieu  de  les  trouver 
répartis  en  un  grand  nombre  de  tables. 

On  obtiendra  ce  résultat  en  réunissant,  dans  un  tableau 
portant  comme  titre  une  valeur  de  a,  chacune  des  co- 
lonnes des  tables  précédentes  qui  portent  T  en-tête  a. 

Cette  nouvelle  table  aura,  comme  la  précédente,  O 
pour  argument,  et  elle  comprendra  autant  de  colonnes 
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qu^il  y  a  d'éléments  de  la  trajectoire  dont  on  veut  con- 
naître la  valeur. 

La  disposition  de  cette  table  sera  la  suivante  : 


a 

.    ^) 

26^X 

abj. 

T  v/26,<, 

co 

^■v,' 

177.  Disposition  des  tables  d'Otto  primitives. 

—  Telle  était,  à  l'exception  de  la  dernière  colonne,  la 
disposition  donnée  par  Otto  aux  tables  qu'il  a  publiées 
(1840). 

Mais  une  difliculté  se  présentait  dans  l'application  : 
à  l'époque  où  le  G'^^  Otto  calculait  ses  tables  balis- 
tiques, on  ne  savait  pas  déterminer  couramment  la 
vitesse  initiale  des  projectiles.  Cette  vitesse,  qui  main- 
tenant sert  de  point  de  départ  aux  calculs  balistiques  et 
est  un  élément  que  Ton  connaît  avec  une  approximation 
comparable  à  celle  de  la  portée,  ne  pouvait  donc  être 
employée  dans  les  calculs  a  priori^  et  devait  être  con- 
sidérée comme  une  inconnue  du  problème.  Il  était  par 
suite  impossible  de  calculer,  par  exemple,  la  valeur  de  O 
(qui  dépend  de  V^  et  de  6^),  c'est-à-dire  de  reconnaître 
à  quelle  trajectoire  on  avait  affaire,  car  6^  était  aussi 
inconnu  a  priori. 

Il  fallait,  par  suite,  deux  données  expérimentales 
pour  calculer  les  valeurs  de  6^  et  de  0  d'une  trajectoire 
déterminée.  La  seconde  donnée  expérimentale  à  ad- 
joindre à  la  portée  X  est  la  durée  du  trajet  T  et  Otto  a 


13. 
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ajouté  à  ses  tables  une  colonne  supplémentaire  don- 

V/^       ■    y/X       . 

nant    le    rapport  — ^^ — 7===^  =         ,_    qui    est    inde- 

TV^M  T\/5f    ♦ 

pendant  de    6^ . 

Par  une  seule  expérience  faisant  connaître  X  et  T, 
c'est-à-dire  le  rapport  précédent,  on  pouvait  donc  dé- 
terminer 6.^  par  la  deuxième  colonne  2è^X  et  0  par  la 
première.  V^  se  déterminait  alors  par  l'équation  de  TIiot 
dographe. 

178.  Modifications  de  Siacci.  —  A  l'heure  ac- 
tuelle Vq  ^^  ^2  ^^^^  connus  expérimentalement  avec  pré- 
cision et  sont  devenus  les  véritables  données. pour  l'éta- 
blissement des  tables  de  tir.  Mais  le  calcul  de  0  par 
l'équation  de  Thodographe 

^^    '  ^^  ^         26.,VJcos^a 

exige  l'emploi  de  tables  auxiliaires  de  la  fonction  Ç2('^)' 
Pour  éviter  cette  sujétion,  on  change  Targument  des 
tables  d'Otto,  en  remarquant  que  pour  une  table  déter- 
minée, d'en-tête  a,  la  valeur  de  %.i{^^  ne  dépend  que 

du  paramètre  ^  ^  .  C'est  ce  paramètre  qui  rempla- 
cera 6.  D'autre  part,  on  peut  changer  l'ordre  des  co- 
lonnes et  prendre  pour  première  aè^X,  qui  variera  alors 
en  progression  arithmétique. 

Enfin,  on  peut  généraliser  l'emploi  des  rapports  des 
quantités  entre  elles,  de  manière  à  éliminer  6^  de  toutes 
les  colonnes  moins  deux. 

Siacci,   qui  a  adopté  ces  modifications  et  dont  les 
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tables^  sont  très  employées,  les  met  donc  sous  la  forme 


a 

1 

9 

'0 

(0 

Y, 
X 

La  colonne  — 4-  joue  le  même  rôle  que  celle  — \=r 
^9^\      ^  V/X 

d'Otto.  Elle  permet,  d'après  T observation  de  la  portée 
seule,  de  déterminer  le  coefficient  6^,  connaissant,  par 
hypothèse,  la  vitesse  initiale  V^^. 


1 79.  Sur  le  calcul  des  éléments  x,  y,  t  de  Tare  s. 

—  On  a  vu  que,  pour  déduire  les  éléments  x,  j,  t  de  l'extré- 
mité T  de  Tare  s,  dont  la  longueur  est  connue  exactement 
(172),  Euler  et  Otto  employaient  une  méthode  d'approxi- 
mation très  simple  posant 


X 


s  cos 


— — -;      j  =  ssm — -— ; 


2S 


Vo  +  V 


Mais  le  degré  d'exactitude  d'un  tel  procédé  est  inconnu 
et  variable  avec  les  conditions  de  la  trajectoire  étudiée  ;  pour 
l'employer  avec  sûreté,  on  est  donc  obligé  de  réduire  à  l'ex- 
trême l'amplitude  (t^,  —  t)  de  l'arc  considéré.  Aussi  les  balis- 
ticicns  ont-ils  souvent  proposé  de  substituer  à  ces  formules 
simples  quelques  autres  plus  précises. 

*  Les  tables  publiées  par  Siacci  pour  une  résistance  quadratique  sont, 
pour  une  partie,  déduites  des  tables  dOtto.  Leur  prolongement,  pour  les 
fortes  valeurs  de  262X,  a  été  calculé  par  Siacci  dans  l'hypothèse  du  tir  de 
plein  fouet.  Cette  seconde  partie  ne  présente  donc  pas  le  même  caractère 
de  généralité  que  la  première,  à  l'emploi  de  laquelle  il  faut  se  borner 
pour  l'établissement  des  tables  de  tir  des  mortiers. 
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a)  Leoe/K/re  substitue  à  la  trajectoire  son  cercle  osculateur, 
c'est-à-dire  une  circonférence  ayant  mêmes  tangentes  aux 
extrémités  t^,  et  t  de  Tare.  Il  établit  alors  facilement  les 
formules 


sm 


'1 


X 


is 


T^O 


cos 


"^0 


sm 


To  —  T 


'1 


•1 


y  =  'is 


sm 


T^J 


•2 


qui,  (tq  —  t)  étant  un  petit  arc,  se  réduisent  à  : 


X 


s 


y=s 


cos 


sm 


'1 

'A 


I .  '2 . 3 . 4 

b)  Didion,  adopte  pour  évaluer  les  rapports  —  et  — ,  les 

valeurs  que  ces  rapports  auraient  dans  le  vide,  pour  la  pa- 
rabole de  la  vitesse,  osculatrice  à  l'arc.  D'après  les  formules 
données  au  n°  1 8  pour  la  longueur  de  l'arc  s  de  trajectoire 
dans  le  vide,  et  pour  l'expression  de  x  et  de  j,  on  trouve 


X 


tgTp  —  tgT 


y  =  x 


tg'^O  +  tgT 


'1 


Dans  le  cas  d'un  arc  (tj  —  x)  petit  ces  formules,  réduites 
à  leurs  deux  premiers  termes,  coïncident  avec  celles  de 
Legendre. 

i8o.  Formules  exactes  pour  le  calcul  des  élé- 
ments X,  y,  t  de  Tare  s.  —  Les  trois  formules  données 
ci-dessus,  —  Euler,  Legendre  et  Didion  — présentent  toutes 
le  même  défaut,  c'est  de  faire  appel  uniquement  à  des  con- 
sidérations géométriques,  de  sorte  qu'elles  restent  les  mêmes 
quelle  que  soit  la  trajectoire,  et  quelle  que  soit  la  résistance  de 
l'air.  Ainsi  la  formule  de  Didion  pourra  s'appliquer  légiti- 
mement si  la  résistance  de  l'air  est  très  petite,  parce  que  la 
trajectoire  atmosphérique  sera  très  voisine  de  celle  du  vide  ; 
mais  son  approximation  cessera  d'être  légitime  si  la  résis- 
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tance  de  l'air  devient  considérable,  écartant  beaucoup  la 
trajectoire  réelle  de  la  parabole  de  la  vitesse. 

Les  formules  exactes  s'établiront,  dans  l'hypotbèse  où 
(t^  —  t)  est  petit,  par  le  développement  en  série  de  Mac- 
Laurin  des  éléments  de  la  trajectoire  relativement  à  l'arc  s 
(139).  L'emploi  de  ces  séries  sera  tout  à  fait  légitime  et 
leur  convergence  rapide  dans  le  cas  actuel  où  (tq  —  t)  est 
supposé  un  petit  arc. 

Dans  le  cas  général  d'une  résistance  cV  quelconque  on 
aura  les  dérivées  successives  suivantes  : 


dx 

ds        ' 

COS  z 

dy 
ds  ~ 

=  sin  T 

d'x        g    . 

^-7  -^  —5  sm  T  COS* 
ds^        u^ 

X 

d-y              q 
ds^             u' 

d'x       g'-       ^ 

i  T             ,   COS     u 

dH            20- 

j4— —-^  cos«T 
ds^              u* 

4  sin^  T  +  2 

c¥ 

9 

sinz 

—  I 

r  •    ,  ^^^ 

2  sin  X  --1 

L                  9.1 

On  a  en  outre  : 

dt 
ds 

COST 

dH 
ds' 

—  9 

COS^T 

rcF    .  ;  1 

h  Slll  T 

_  ?           _ 

«     ' 

u' 

■ 

On  aura  ainsi  les  formules  : 


ar  =  s  COS  Tq  + 


1.2  V 


^  sm  To  COS  To 


_L__i_  ^^ 

"^1.2.3  y! '^^'''^ 


cFo 


4  sin^  To  H-  2  —  sin  xj  —  i 

9 


«■'    9 
y  =  s  sni  Xo T75  cos^  Xq 

^  1 . 2  V  * 


s«     ^2 


1.2.3  Y* '^'"'^''^ 


4  sin  Xj  +  2 


cFç 


'-Vo^  1.2  YJ 


sin  Xq  + 


cFo- 
5^  . 
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Si  on  fait  cFy  =  o,  on  obtient  les  développements  dans 
le  vide  de  — ,  —  et  — .  On  écrira  donc 


__      tg  -Tq  —  tg  T  g^  sin  Tq  cos  Tq 

_  _S_  tg'^  Tq  —  tg  -  T    __     S^     COS-  Tq 


s 


s    g    /  .  cF 


0 


'  +7  yi"  (^sinTo+  —)+•■• 


Les  deux  premières  formules  introduisent  les  fonctions 
de  Didion,  mais  avec  l'adjonction  d'un  terme  correctif  tenant 
compte  de  la  valeur  de  la  résistance  de  l'air. 

14-   —   Tables   de   Basiiforth   (résistance   cubique) 
ET  de  Zabousri  (résistance  biquadratique) 

1 8 1 .  Tables  de  Bashforth  (résistance  cubique). 

—  Les  ^tables  de  Bashforth  qui  supposent  une  résis- 
tance cubique  F  (y)  =  B^v^  sont  établies,  à  peu  de  chose 
près,  comme  les  tables  que  nous  avons  dénommées 
«  tables  de  première  espèce  »  (169-174)- 

i^  Gomme  paramètre  de  forme ^  Bashforth  a  choisi 
celui  qui  dépend  du  sommet  de  la  trajectoire.  On  a  (  1 68)  : 


Basforth  pose  : 


u  '  s  j 


9 
On  a  donc  : 


Yi  =  -5-  Y  ^'  Ti  ^^^  ^^  paramètre  de  forme  de  Bashforth. 
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Étant  données  les  conditions  initiales  du  tir,  a,  V^,  63, 
on  obtiendra  y^  c'est-à-dire  on  saura  quelle  table  il  y 
a  lieu  d'employer,  en  utilisant  l'équation  de  l'hodo- 
graphe  qui,  dans  ce  cas,  s'écrira  : 


Ti 


=  3§3(a)    , 

^  ^        63 Yo  cos'  a 


ou  bien,  en  vertu  de  l'expression  établie  au  n^  iSg  pour 
la  fonction  \^^^  : 


63 VJ  cos'^a 


+  3  tga  +  tff'  a. 


2^  Comme  paramètre  de  grandeur^  au  lieu  de  la 
quantité  b.^  analogue  à  b.y  des  tables  d'Otto,  Basbforth  a 
choisi  la  vitesse  au  sommet  V^  de  la  mani-ère  suivante. 

Dans  le  cas  de  /i  =  3 ,  les  en-têtes  des  tables  de  pre- 
mière espèce  (160)  peuvent  s'écrire  : 


36r» 


i.  9  J 


x\ 


2 

1 

r3*3i 

3 

r^^ai 

3 

rKi 

9 

i-9  J 

r; 

9 

l  9  J 

<; 

4 

1 

3 


V 


qui  deviennent,  en  utilisant  la  relation  — ^  =  -^  : 

'   e 


9 


2 
T 


^;    9 


IM 

Vf 


_2^ 

T 


[3t.] 


1 
3 


1 
3 


I  1 


rî     9-\r—    ^'     ^    ^ 


Mais  comme,  dans  chaque  table,  y^  est  un  nombre 
constant,  Basbforth  a  multiplié  les  nombres  des  colonnes 
correspondantes  par  les  facteurs  constants  des  numéra- 
teurs, de  sorte  que  les  en- te  tes  se  trouvent  réduits  à  : 


9^  . 

V2     ' 


9y_. 

\T-Î     •> 


gt . 


V 


f 
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L'emploi  de  ces  tables  sera  le  même  que  celui  des  tables 
d'Otto,  tel  qu'il  est  indiqué  au  n®  1^7. 

3°  Le  calcul  numérique  de  ces  tables  n'offrait  pas  à 
Bashforth  la  même  simplicité  que  le  calcul  des  tables 
d'Otto,  car,  dans  l'hypothèse  d'une  résistance  cubique, 
aucune  des  équations  du  mouvement  n'est  intégrable, 
d'une  manière  simple  tout  au  moins,  comme  celle  qui 
donne  l'arc  s  dans  le  cas  de  /i  =  2 .  Si  le  calcul  de  ces 
labiés  devait  être  refait  actuellement,  on  pourrait  sans 
doute  utiliser  la  solution  de  Greenhill  par  les  fonctions 
elliptiques  (Chap.  vm)  pour  abréger  les  calculs  numé- 
riques. Bashforth  a  fait  les  calculs  directement  en  éva- 
luant chacune  des  intégrales,  sur  un  petit  arc,  par  les 
méthodes  ordinaires  d'intégration  approchée  * . 

182.  Tables  de  Zabouski  (résistance  biquadra- 
tique)  ^.  —  Ces  tables  sont  analogues  comme  disposi- 
tions générales  aux  tables  d'Otto  modifiées  par  Siacci  ; 
elles  se  rapportent  au  cas  d'une  résistance  biquadratique 

Elles  sont  déduites  de  «  tables  de  première  espèce  » 
calculées  par  un  procédé  d'approximation  spécial  des 
intégrales  du  mouvement  (211,  exercices). 

Posant  :  b,  =  -^, 

M .  Zabouski  donne  comme  en-têtes  des  tables  de  pre- 
mière espèce  : 

K'    '  K^   '  K  ^'^   '  K 

*  Voir  Mémorial  de  rArtillerie  de  la  Marine,  t.  II,   1874,  p.  7.)7. 

*  Revue  d'ArliUerie,  t.  XXXIV,  1889,  p.  427. 
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ou  par  la  multiplication  des  facteurs  numériques  cons- 
tants : 

3^.  ir.  li.  JL 

-j^2  .  K-  '  K  '  K 

La  table  définitive  porte  alors  les  en-têtes  suivantes 
correspondant  à  une  valeur  a  de  Tangle  de  projection. 


a 

K 

!/X 

(0 

9T 

K 

"m 

• 

V 

La  dernière  colonne  ■:—-  renferme  le   rapport  de  la 

'0 
vitesse  minimum  v^  sur  la  branche  descendante  à  la  vitesse 

initiale  V^.  Ce  rapport  sert  à  M.  Zabouski  pour  l'applica- 
tion de  ses  tables  à  des  calculs  de  trajectoires  par  arcs 
successifs. 


5.  —  Calcul  des  trajectoires  par  arcs 


i83.  Problème  à,  résoudre.  —  La  loi  de  résistance 
de  Tair  F(y)  se  présente,  comme  on  sait  (i3),  sous  une 
forme  en  général  irréductible  à  \S^v^, 

Par  suite,  ce  ne  sera  que  dans  des  cas  fort  rares,  tels 
que  celui  du  tir  des  mortiers  à  faible  vitesse,  qu'on 
pourra  appliquer  au  problème  balistique  la  méthode 
d'Euler  et  faire  usage  des  tables  basées  sur  cette  méthode 
qui  ont  été  exaniinées  dans  les  paragraphes  précédents. 

Mais  il  sera  cependant  toujours  possible,  moyennant, 
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il  est  vrai,  des  calculs  longs  et  pénibles,  d'obtenir  par 
points  telle  trajectoire  qu'on  voudra,  définie  par  les  élé- 
ments à  l'origine  c,  Y^j,  a  et  par  une  loi  donnée  de  résis- 
tance de  l'air,  quelque  compliquée  qu'on  la  suppose.  Ce 
procédé  ne  sera  d'ailleurs  que  l'évaluation  par  approxi- 
mation des  intégrales  des  équations  différentielles  du 
mouvement. 

Parmi  les  nombreux  procédés  qu'il  est  possible  d'ima- 
giner pour  ce  calcul,  il  en  existe  un  particulièrement 
employé  qui  utilise  la  théorie  d'Euler  et  qui  fera  l'objet 
du  présent  paragraphe. 

184.  Méthodes  directes.  —  i^  Mais,  étant  données 
seulement  les  équations  différentielles  du  mouvement  et 
sans  avoir  aucune  connaissance  préalable  d'une  solution 
du  problème  balistique,  il  est  possible  de  calculer  élé- 
ment par  élément  une  trajectoire  complète. 

On  commencera  par  l'intégration  numérique  de  l'é- 
quation de  l'hodographe  qu'on  écrira  : 


Av  = 


cv¥ 


_  g  cos  T 


At 


On  donnera  à  At  des  valeurs  constantes  et  très 
petites,  10'  par  exemple  et,  pour  calculer  Ay,  on  rem- 
placera les  termes  entre  crochets  par  leurs  valeurs  à 
l'origine  de  l'arc  ou  leurs  valeurs  moyennes  après  une 
première  approximation.  Pour  l'arc  suivant,  les  données 
initiales  seront  (t  —  i  o')  et  (v  —  Iv)  ce  qui  déterminera 
une  nouvelle  valeur  du  crochet  et  la  valeur  ^v  corres- 
pondant à  (t  —  20'),  etc. 

On  pourra  donc  dresser  un  tableau  renfermant,  en 


\ 
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regard  des  inclinaisons  t  décroissant  à  partir  de  a,  les 
vitesses  v  correspondantes. 

Les  autres  intégrales  du  mouvement  s'obtiendront 
aisément  par  les  calculs  successifs  de  : 

2  9 

V      ï      .  .  v\  ^  ^  * 

^cosT  g  g    ^ 

où  les  valeurs  de  v  et  de  t  recevront  successivement  les 
valeurs  corrélatives  du  premier  tableau. 

Cette  méthode  exigera  évidemment  une  division  de 
la  trajectoire  en  arcs  très  serrés. 

2*^  L'intégration  de  Thodographe,  soit  par  le  procédé 
indiqué  ci-dessus,  soit  par  tout  autre,  ayant  permis  de 
dresser  le  tableau  des  valeurs  corrélatives  de  v  et  de  t, 
on  peut  appliquer  à  la  quadrature  des  t^  x  et  y  une 
des  méthodes  générales  d'évaluation  numérique  des 
intégrales  telles  que  celle  de  Simpson,  ou  celle  plus 
rapide  de  Gauss  et  de  Tchebicheff.  C'est  à  ce  dernier 
mode  d'évaluation  des  intégrales  t^  x  et  y  que  le 
L*-colonel  Vallier  a  donné  le  nom  de  méthode  des 
vitesses  ^ . 

3^  On  obtiendra  un  procédé  plus  rapide  que  le  pré- 
cédent, c'est-à-dire  exigeant  une  division  de  la  trajec- 
toire en  arcs  moins  nombreux,  en  utilisant  les  déve- 
loppements en  série  de  Mac-Laurin  qui  ont  été  donnés 
au  Chapitre  vi,  |  3. 

On  prendra   d'ailleurs  tel  argument  qu'on  voudra, 

Comme  ces   développements  en  série   représentent 

*  Balistique  expérimentale,  p.  49,  par  le  Lt-colonel  Vallier. 
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déjà,  relativement  aux  équations  différentielles,  des  inté- 
grales du  mouvement,  qui  au  lieu  de  prendre  en  con- 
sidération comme  dans  la  méthode  précédente  seulement 
la  valeur  F^  à  l'origine  de  Tare,  font  intervenir  des  déri- 
vées successives  FJ,,  Fq  ,  ce  deuxième  procédé  sera  bien 
préférable. 

i85.  Première  méthode  fondée  sur  la  théorie 
d'Euler.  —  Le  principe  du  calcul  de  la  trajectoire  par 
arcs  en  employant  la  théorie  d'Euler,  est  fort  simple  : 
partager  la  courbe  qui  représente  la  résistance  de  l'air 
en  éléments  d'étendue  assez  petite  pour  que,  dans  l'in- 
tervalle des  vitesses  aux  extrémités  d'un  arc  convena- 
blement choisi,  on  ne  commette  pas  d'erreur  sensible 
en  considérant  la  résistance  comme  proportionnelle  à  une 
certaine  puissance  n  de  la  vitesse. 

On  divisera  la  trajectoire  en  arcs  assez  petits,  définis 
par  leurs  inclinaisons  initiale  t^  et  finale  t  de  manière  à 
ce  que  la  variation  des  vitesses  de  v^  k  v  soit  faible. 

D'ailleurs,  qu'on  emploie  la  loi  de  la  i'®,  de  la  2®, 
de  la  3®  puissance,  etc.,  le  résultat  sera  le  même  et  aussi 
exact  dans  un  cas  que  dans  l'autre,  en  s'astreignant  à 
un  choix  convenable  de  l'arc,  dont  l'amplitude  pourra 
d'ailleurs  varier  avec  l'exposant  choisi.  L'exactitude  de 
ces  méthodes  est  donc  théoriquement  illimitée. 

Ceci  posé,  chaque  arc  pourra  se  calculer  soit  en 
répétant  pour  cet  arc  où  la  résistance  varie  suivant  la 
puissance  n  de  la  vitesse,  les  calculs  qui  ont  servi  à  l'éta- 
blissement des  tables  du  présent  Chapitre,  soit  en  uti- 
lisant ces  tables  elles-mêmes. 

Ainsi,  si  on  considère  la  loi  du  cube^  on  pourra  uti- 
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liser  les  tables  de  Bashforth  (  1 8 1  ) ,  qui  ont  été  d'ailleurs 
calculées  en  vue  de  la  décomposition  en  arcs  d'une  tra- 
jectoire quelconque-:  on  doit  utiliser  les  tables  dites  de 
«  première  espèce  ». 

Soient  donc  (i^^Zq)  les  données  à  rorigirie  de  Tare,  et 

F(iO 
B3  =  — Y^  ;  le  coefficient  B3  de  la  loi  du  cube  sera  pris 

àans  une  table  numérique  analogue  à  celle  qui  a  été  définie 

(11)  et  qui  donnera  — \^ .  Le  coefficient  B3  est  supposé 

constant  dans  l'intervalle  v^  à  v^  et  on  a  cB^  :=  63. 

Les  trois  quantités  ^0,^0, 63  permettent  (181)  de  déter- 
miner le  paramètre  de  forme  y,,  des  tables  de  Bash- 
forth. On  lira  dans  la  table  qui  porte  y^  comme  en- 
tête des  nombres  proportionnels  aux  éléments  et  la  fin 
de  l'arc. 

Le  paramètre  de  grandeur  qui  est  la  vitesse  au  som- 
met Vg  sera  déterminé  par  l'équation 

On  passera  ensuite  à  l'arc  suivant  dont  les  données  à 
l'origine  seront  t,,  la  vitesse  v^  qu'on  vient  de  calculer 
et  63  =  cBg,  Bi  étant  le  nouveau  coefficient  de  la  résis- 
tance de  l'air  qui  convient  maintenant  pour  le  nouvel 

arc  et  qu'on  prendra  dans  la  table  de  la  fonction  — ^  . 

On  pourrait  d'ailleurs  sur  une  même  trajectoire  et 
suivant  les  régions  de  la  courbe  F(f),  utiliser  tantôt 
n  =  I,  ou  n  =  2y  '6  ou  4  à  condition  d'avoir  des 
tables  de  première  espèce  pour  chacun  de  ces  expo- 
sants. 
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i86.  Méthode  de  Gâvre.  —  Dans  la  méthode  de 
calcul  des  trajectoires  par  arcs  employée  à  la  Commis- 
sion de  Gàvre,  on  adopte  comme  loi  de  résistance  la  loi 
quadratique^  mais  on  répète  pour  chaque  arc  les  calculs 
qui  ont  servi  au  G*^  Otto  à  la  coAstruction  de  ses  tables. 

Le  coefficient  B^  que  l'on  suppose  constant  sur  chaque 
arc  est  donc  égal  ^f\v)  du  n°  ii. 

Les  calculs  sont  rendus  simples  et  rapides  grâce  à  la 
possibilité  d'intégrer  Tare  s  par  une  équation  qui  intro- 
duit la  fonction  '%J(z).  Ils  sont  conformes  à  ceux  donnés 
aux  n°®  1^2  et  1^3. 

Le  choix  de  la  division  en  arcs  doit  satisfaire  à  deux 
conditions  :  Tune  qui  tient  au  principe  même  de  la 
méthode  exige  que  V intervalle  des  vitesses  du  commen- 
cement à  la  fin  de  chaque  arc  soit  assez  faible  pour  qu'on 
puisse,  sans  erreur  sensible,  remplacer  la  variable  y(t') 
par  une  constante.  L'autre  tient  au  procédé  particulier 
admis  pour  effectuer  les  calculs  et  qui  est  basé  (la  valeur 
de  s  étant  connue  par  une  intégration  rigoureuse)  sur  la 
substitution  d'une  droite  à  l'arc  de  courbe  dans  l'éva- 
luation  de  a:  et  j  ;  il  faut  donc  que  Yamplitade  de  tare 
ne  soit  pas  trop  considérable  (i8o). 

187.  Considérations  générales-  — Les  méthodes 
précédentes  permettant  de  calculer  telle  trajectoire  qu'on 
voudra,  on  pourrait  imaginer  tous  les  cléments  utiles 
de  toutes  les  trajectoires  possibles  réunis  sous  forme  de 
tables  ayant  naturellement  trois  arguments  c,Vq  et  a.  La 
solution  numérique  du  problème  balistique  serait  com- 
plète et  présenterait  l'exactitude  maximum  compatible 
avec  nos  connaissances  sur  la  loi  de  résistance  de  l'air. 

Ce  recueil  numérique  qui  embrasserait  ainsi  toutes 
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les  tables  de  tir  de  tous  les  canons  et  qui  permettrait  de 
les  obtenir  piar  de  simples  interpolations,  aurait  naturel- 
lement une  étendue  très  considérable  et  exigerait  un 
travail  de  calculs  énorme,  car  déjà  le  calcul  d'une  seule 
trajectoire  est  long  et  laborieux  et  le  nombre  des  tra- 
jectoires à  calculer,  pour  s'étendre  jusqu'aux  limites 
entre  lesquelles  se  meuvent  en  pratique  les  variables  c,  V^ 
et  a  serait  fort  élevé. 

Mais  faisons  abstraction  des  difficultés  matérielles  et 
admettons  que  de  telles  tables  aient  été  calculées  (et  il 
y  a  eu  effectivement  des  tentatives  dans  ce  sens^).  Pour- 
rait-on réellement  les  considérer  comme  une  solution 
du  problème  balistique  ? 

Tout  d'abord,  dépendant  exclusivement  d'une  cer- 
taine loi  de  résistance  de  l'air,  cette  solution  numérique 
mériterait  les  mêmes  critiques  qu'on  peut  adresser  à  la 
loi  choisie  :  n'être  pas  démontrée  rigoureusement,  être 
en  quelques  points  douteuse  au  point  de  vue  expérimen- 
tal et  n'avoir  enfin  aucune  généralité  puisqu'elle  ne 
s'applique  qu'à  des  projectiles  d'une  forme  particulière 
d'une  certaine  Artillerie.  Aucune  méthode  générale, 
aucune  connaissance  réelle  des  lois  du  mouvement  ne 
ressortiraient  de  ces  tables  qui  seraient  analogues  à  un 
recueil  de  nombres  bruts,  résultant  de  calculs  expéri- 
mentaux, nombres  qu'on  aurait  classés  par  ordre  de 
grandeur  et  régularisés,  mais  qu'aucun  autre  lien  ne 
paraîtrait  réunir. 

C'est  une  véritable  obsession  pour  l'esprit  de  savoir 
que  des  nombres  qu'on  voit  se  dérouler  indéfiniment 


*  Voir    «  Historique  de   la    Balistique    Extérieure  à  la  Commission  de 
Gâvre  »  par  le  Gt  P.  Charbonnier.  Revue  Maritime,  1906. 
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dans  une  table  ont  entre  eux  des  relations  certaines  et 
mathématiques  et  de  ne  pas  savoir  quelles  sont  ces  rela- 
tions. On  veut  connaître  les  lois  qui  gouvernent  ces 
nombres  et  quand  la  connaissance  exacte  et  entière  en 
paraît  impossible,  les  efforts  se  portent  vers  une  solution 
approchée  qui  peut  déjà  jeter  quelque  lumière  sur  leur 
enchaînement. 

Ce  besoin  de  théories  explique  pourquoi  la  solution 
pourtant  rigoureuse  d'Euler,  mais  qui  se  présente  sous 
forme  d'une  table  numérique  a,  de  tout  temps,  paru 
insuffisante  et  pourquoi  de  si  nombreuses  tentatives  ont 
été  faites  par  des  géomètres  comme  Borda,  Legendre, 
Français,  Bezout,  Greenhill  et  en  dernier  lieu  M.  de 
Sparre  pour  ramener  à  des  fonctions  connues  l'expres- 
sion des  différents  éléments  d'une  trajectoire  dans  le  cas 
spécial  d'une  résistance  proportionnelle  à  une  puissance 
de  la  vitesse. 

L'emploi  si  laborieux  du  calcul  des  trajectoires  par 
arcs  successifs  et  la  solution  numérique  aussi  approchée 
qu'on  veut,  qu'il  est  possible  d'obtenir  par  ce  calcul, 
doivent  donc  être  réservés  à  deux  cas  : 

Le  premier  est  celui  où  la  théorie  se  déclarerait 
impuissante  pour  résoudre  un  problème  qui  sortirait 
des  limites  où  elle  est  légitimement  applicable. 

Le  second  est  celui  où  le  calcul  par  arcs,  grâce  à  sa 
précision  et  à  l'absence  de  toute  hypothèse  peut  ser- 
vir à  vérifier  l'exactitude  pratique  d'une  théorie  où  cer- 
'  taines  simplifications  ont  été  faites  dans  l'énoncé  géné- 
ral du  problème  et  dont  on  fera  l'application  numérique 
en  employant  la  même  loi  de  résistance  que  dans  le 
calcul  par  arcs. 
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I     I     RÉSISTA?iCE    CONSTANTE 

i88.  Objet  de  cette  étude.  —  Bien  que,  à  pro- 
prement parler,  le  cas  d'une  résistance  de  Tair  cons- 
tante, indépendante  par  suite  de  la  vitesse,  ne  paraisse 
pas  rentrer  immédiatement  dans  le  problème  du  mou- 
vement dans  Tair  des  projectiles,  il  est  intéressant 
cependant  de  le  traiter  ici.  Ce  cas  peut,  en  effet,  tout 
d'abord,  être  considéré  comme  un  cas-limite  du  pro- 
blème balistique  et  sa  solution  est  particulièrement  pro- 
pre à  éclairer  certains  points  délicats  des  théories  géné- 
rales sur  les  propriétés  des  trajectoires  atmosphériques. 

En  outre,  ce  problème  répond  à  une  réalité  physique  : 
c'est  Tétude  du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant 
sur  un  plan  incliné  qui  lui  oppose  une  résistance  de  frotte- 
ment. 

On  peut  en  trouver  l'application  en  Artillerie,  dans 
l'étude  de  la  pénétration  des  projectiles  dans  les  milieux 
résistants  et  la  théorie  des  ricochets  ;  on  y  rencontre  en 
effet  des  trajectoires  du  genre  de  celles  qui  seront  étu- 
diées ici. 

189.  Formules  en  fonction  de  t.  —  L'hodographe 

9 

BALISTIQUE.  16 


"1 
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deviendra,  quand  cF(v)  aura  une  valeur  constante  indé- 
pendante de  la  vitesse 

du         ,     OT  ^       c¥         j 

=:  h  ,  en  posant  :   =  h 

u  cosT  g 

et  cette  équation  qui  rentre  dans  le  type  étudié  aux 
n***  i33  et  i34  admet  comme  intégrale 

tg  (^--  +  - 

Log  —  =  A  Log    


Les  formules  devenant  particulièrement  simples  quand 
on  prend  pour  origine  de  la  trajectoire  le  sommet  (1^3,0), 
on  prendra  l'intégrale  de  Thodographe  sous  la  forme  : 

L'angle  t  a  des  valeurs  positives  en  amont  du  som- 
met, et  des  valeurs  négatives  en  aval. 
Nous  avons  déjà  posé  (i33) 

et  exprimé  les  fonctions  trigonométriques  de  l'angle  t 
en  fonction  de  Ç.  On  a  : 

COS  T  --=  —rTT  ;        Sm   T  =  y^— ;        =  -^  . 

I  +  ^  î^    +  I  COS  T  S 

On  écrira  donc  tout  d'abord 


Tî-: 
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D'après  cela  les  formules  donnant  dt^  dxei  dy  s'écriront  : 


,/,__!f_^=_«'j;hi+^rfÇ_ 


a. 


-^K' 


g  cos  T 


^9 


{K^-'-+^)cK 


g  cos^  T  g  2  V 


u 


c/!:=_ri(j;2h-2^.2hy,/Ç 


2i7 


,  u^  ^       dz 

dy= tgT — r- 

*^  g   ^  cos^T 


u 


^ 


?:* 


u 


d^=—~{K'''''  —  ^''-')dK* 


9         4^"  4^7 

En  intégrant  depuis  le  sommet  où  t^  =:  i ,  jusqu'au 
point  (u,  t)  ,  on  obtient  les  formules  qui  suivent  : 


X 


2g    h^  —  I 
^ I 

2g  4h 


=  ^jhr—r'^^^-^''^^ 


ui 


[-2+(A+i);: 


^2h-2 


{h-l)K'''^'] 


^g    h^  —  i 
190.  Formules  en  fonction  de  u.  —  Comme  on 


u 


h 


a  :  î^=  (  — 1  ,  on  pourra  écrire  les  formules  précédentes 
on  prenant  —  comme  variable  indépendante.  On  aura 

•  •  Ua 

amsi  ' 


^-ix 


h 


t 


X 


§Tir^p.-('.+  .)©'""-(*-.)(£ 


i+in 


u: 


2g  ^h^  —  I 


u 


2-h 


i-h-^){^ 


u: 


y==^. 


Sg    h'—  1    i 


—  2  +  (/l+l) 


II 


2-2h 


U 


2  +  2h-i 


-(A-Oi- 


•j8o 
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Mais  on  ne  peut  exprimer  Ç  en  fonction  explicite 
d'aucune  des  trois  variables  <,  x,,  y  ;  les  deux  groupes 
de  formules  ci-dessus  sont  donc  les  seuls  qu'on  puisse 
former. 


191 .  Formules  mixtes.  —  Mais  on  peut  écrire  les 
formules  suivantes,  où  les  deux  variables  t  et  a  figurent. 


h  / 


_h_    I 


2h  I 


II 


M. 


cos 


_(,__sinT)_ 


X 


il     4h' 


w 


ul (  I r  sin  t) 

COST   ^  '^^  ^ 


I 

2.h 


y       4g  h^ 


\A-\-- — —  fi4-sin-T  —  ■=-  sinx) 

COS'T  ^  h  ^ 


192.  Discussion  du  mouvement.  Hodoiri*aphe. 

—  Etablissons  tout  d'abord  le  tableau  des  variations  cor- 
rélatives de  T  et  de  la  variable  ^  =  t^^  (  —  H — ^  ) . 

Pour  T  variant  de  H à  o  et  de  o  à 

2  2 


Ç  varie  de 


00  à  I  et  de  i  à 


o. 


La  vitesse  horizontale  u  décroît  depuis  oo  jusqu'à  zéro. 
En  fonction  de  i;,  on  aura  :  v  =  u, 


et  comme 


cos  T  = 


2: 


COST 


^^j 


!■+; 


,  il  viendra 


t,  =  ^(,  +  r^)C'-'. 
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La  tangente  à  l'hodographe  définie  par  la  relation 
tg  I  =  —-y-^  prend  ici  la  forme  : 

"     ,     T  _  < 

Ceci  posé,  il  nous  faut  examiner  trois  cas. 

a)  Premier  cas,  —  A  >  i . 

L'équation  u  =  —  (  i  -{-  s^)  s^~^  montre  que  la  vitesse  v 

devient  infinie  pour  Ç  =:  oo  ,  c'est-à-dire  pour  t  =  -^ . 

Au  sommet,  pour  î^  =  i^  on  a  y  =  «g. 

Enfin  pour  Ç  =  o,onai;=o.  La  vitesse  terminale 
est  nulle. 

D'ailleurs  la  valeur  de 


dv        dv  dX,        u^  (     ,    yi\fi 


i  +  (A+.)^^)^'-^ 


montre  que  cette  quantité  est  toujours  positive.  Il  n'existe 
donc  pas  de  minimum  de  vitesse  réel,  La  vitesse  décroît 
d'une  manière  continue  de  oc  à 
zéro. 

La  tangente  au  sommet  Z,  =  i  est 

telle  que  tg  I  =  -7- . 

Au  point  ^  =  o,  on  a  tg  1  =  0. 

Fig.  Go. 

Il  existe  un  point  où  la  tangente  à 
l'hodographe  est  horizontale  :  il  est  déterminé  par  la 
relation 

tgl  =  tg  T=> 


< 


1(3. 
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On  a  ainsi  Téquation  : 
qui  détermine  la  valeur  de 


^  h-j-i        ' 

La  forme  de  l'hodographe,  dans  le  cas  de  /i  >  i ,  est 
indiquée  par  la  figure  60  ci-dessus. 

b)  Deuxième  cas.  —  h  <  i . 

Pour  Ç  =  oc,   la  valeur  de  v   se   présente   sous   la 
forme  — .  En  prenant  la  vraie  valeur,  on  trouve 

V  =  a. 


"S 

I 


ce  qui  donne  v  =  ce,  pour  t  =  —  ,  comme  dans  le 
cas  de  /i  >  I .  ^ 

^  Au  sommet,  pour  ^  =  i ,  on  a  i;  =  «^  et  enfin  pour 
^_o,  onau  =  oo.  La  vitesse  terminale  est  infinie. 

Il  existe  un  minimum  de  vitesse,  où  -^  s'annule  et 
qui  répond  à  la  relation  ""^ 

v^ !  —  h 

~   i  -\-h  ' 

Comme  on  a  :         siuT  =  -J^^  ,  on  trouve  que  la 
valeur  t„,  du  minimum  répond  à  l'équation 


sm 


T^j  +  /l  =r  O, 


I 
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ce  qui  est  bien,  dans  le  cas  actuel,  la  transcription  de 

cF 

l'équation    générale f-  sinx  =  o 

(io6).  ^ 

L'hodographe  a  donc  la  forme  indi- 
quée sur  la  figure  6i  ci-contre. 

c)  Troisième  cas.  —  A  =i=  i. 


On  a  alors 


M. 


,,  =  j- (,  +  ç^) 


Fig   6i 


i\. 


La  vitesse   part  de  l'infini,  pour  t  =  —  ,   devient 

2 


u. 


7t 


égale  à  u^  au  sommet,  puis  à  -^  au  point  t  = . 

^  I  ? 

^'  La   tangente  tg  I  =  -^  au  point 

est   infinie,  c'est-à-dire    que 

2 

l'hodograplie  vient  aboutir  horizon- 
talement. Il  n'y  a  pas  de  minimum 
de  vitesse,  et  l'hodographe  présente 


Fig.  62. 


la  forme  de  la  figure  62  ci-contre. 

193.  Discussion  de  la  trajectoire.  —  Écrivons 
les  équations  du  mouvement  avec  la  variable  'Ç  (189) 

«  =  «»!:'' 


u. 


I 


^  fc^^[^'' -  c*  +  0  !:"- -  c»  -  0  ?"'j 


«: 


I 


x  = 


ig  ^h-  —  I 


9 
u: 


y  Sg    h'—l 

a)  Premier  cas.  —  h>  i . 

Branche  ascendante.  —  Pour  aller  du  point   ii,  à 


^ 


\ 
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rinfini  sur  la  branche  ascendante,  au  sommet,  il  faut 
faire  J^  =  00.  Le  temps  t  est  donc  infini.  Comme 
aucune  autre  valeur  ne  rend  le  temps  infini,  le  mobile 
lancé  d'un  point  quelconque  sous  un  angle  quelconque 
ne  s'arrêtera  donc  jamais  avant  d'avoir  atteint  le  som- 
met Wg. 

D'ailleurs  x  et  y  sont  infinis  au  point  Q,  et  en  cette 
région,  la  trajectoire  a  une  forme  parabolique  (121). 

Branche  descendante.  —  Faisons  Ç  =  o  et  soient  /', 

x\  y'  les  éléments  du  point  v  =  o  et  t  = de  la 

trajectoire. 

t^  est  fini^  le  projectile  s'arrête  au  bout  d'un  temps 


o    4I 


2°  x'  est  fini\  l'abscisse  du  point  d'arrêt  de  la  tra- 
jectoire est  donnée  par  l'équation 


,         ul        ih 

x'  = 


g  4/^'  —  I 


3**  y'  est  fini  \  l'ordonnée  du  point  d'arrêt  de  la  tra- 
iectoire  est  donnée  par  l'équation 


y  = 


ni 


4^  h'-i' 


dy 
4"^  la  tangente  —~-  en  un  point  de  la  trajectoire  est 

donnée  par  la  formule 

dy i_  I  —  ^\ 

dx  2         Ç       ' 


1 
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Au  point  r  =  G,   on  vérifie  bien  que  la  tangente 
est  verticale. 

La  trajectoire  a  donc  la  forme  I  ci-contre  (fig.  63). 


Sommet 


b)  Deuxième  cas,  —  h  <  i. 

Branche  ascendante,  —  Mêmes  propriétés  que  dans 
le  cas  précédent. 

Branche  descendante.  —  En  faisant  ^  =  o^  on  voit 
que  t'  et  y'  sont  infinis. 

Mais  si  h>  —  ,  Tabscisse  x'  sera  finie  et  par  suite 

2 

il  y  aura  une  asymptote  verticale  à  distance  finie.  Si, 

au  contraire,  h  <  — ,  le  point  x'  est  répété  à  Tinfini  ; 

la  trajectoire  a  une  branche  parabolique.  On  aura  ainsi 
les  deux  formes  suivantes  de  la  figure  64. 


7>h>f 

Forme  U 


Forme  III 


Fig.  64. 


c)  Troisième  cas.  —  h  =  i. 

On  trouve  tout  d'abord  que  les  formules  générales 


1 
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qui  se  présentent  sous  forme  indéterminée  deviennent 
X  =  — 


O       f— 


u. 


^^  3  ^         3 


2 


,  L^og  ^  +  _  (î:^ 


tt 


25'  L  4 


4-  i^'  -  Log  î; 


0 

I  ' 


On  voit  que  t' et  y'  deviennent  infinis  à  cause  de  Log  !J, 
qui  y  figure,  mais  que  x'  est  fini  et  prend  la  valeur 


u 


iC'  =^ 


3    9' 

La  trajectoire  a  donc  la  forme  de  celle  représentée 
ci-dessus  i  >  A  >  —  (fig.  64,  forme  II). 

1 94  •  Mouvement  sur  un  plan  incliné,  avec  frot- 
tement ^  —  Si  un  mobile  de  poids  p  se  meut,  avec 
w       frottement  sur  un  plan  incliné,  les  compo- 
/^F\   santés  de  son   poids  sont  normalement  au 
^ —  plan  p  cos  /  et  clans  le  plan  p  sin  i.  Les  deux 

Fig.  65.     forces  qui  agissent  sur  lui  sont  donc  pf  cos  / 
pour  le  frottement,  p  sin  i  pour  la  gravité.  Le 

cF 

rapport =  h  des  théorèmes  précédents  a  pour  exprès- 

sion  h  =fco{g  i.  Si  '^  est  Tangle  de  frottement,  tel  que 
i'r^  ?  =  f,  on  di  h=  -^-4- . 


'  Erratum  à  la  figure  65.  Au  lieu  de  l'angle  T  lire  l'angle  i. 
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h  varie  ainsi  de  ft  =  oo  pour  tg  «  =  o  (cas  du  mou- 
vement rectiligne  avec  frottement  étudié  antérieurement, 


7: 


(52))  kh  =  o  pour  tg  i  =  00  c'est-à-dire  {=  —  (cas  du 
mouvement  dans  le  vide). 

On  obtiendra  ainsi  successivement  en  faisant  varier 
l'inclinaison  i  toutes  les  trajectoires  discutées  plus  haut 
et  dont  les  formes  varient  par  degré  insensible  à  partir  de 
la  ligne  droite  (f  =  o),  en  passant  parla  forme  I  (fig.  63) 
avec  point  d'arrêt  (i  <  cp),  puis  par  la  forme  II  (fig.  64), 

avec  asymptote  verticale  (  tg  i  ^  1?  'f  ^  —  ^g  0  t  ^^  enfin 

par  la  forme  III  (fig.  64),  avec  branche  descendante 

parabolique  (  tg  cp  <  —  tg  ij  ;  cette  dernière  trajectoire  se 

rapproche  de  plus  en  plus  de  celle  du  vide  qui  corres- 
pond à  tg  i  =  00  . 

I  2.  —  Résistance  proportionnelle  a  la  vitesse 

195.  Équations  finies  du  mouvement.  —  Dans 
le  cas  d'une  résistance  proportionnelle  à  la  simple  vitesse, 
le  problème  balistique  peut  être  poussé  jusqu'au  bout 
et  la  solution  complète  peut  en  être  mise  sous  forme  de 
relations  explicites  entre  les  différents  éléments  de  la  tra- 
jectoire. Cette  solution  est  d'ailleurs  connue  depuis  long- 
temps. 

On  suppose  donc  F[v)  =  Bj  i>^  et  on  pose  cB^  =  b^. 

L'intégrale  /    — ^^^  devient  pour  n  =  i 

»./o     COS        T 

Jo     COS'^T 
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et  réquation  difTérentielle  de  Thodographe 

g  du  d'z 


b^  u^         COS^T 


s'intègre  immédiatement  sous  la  forme  : 

tga+-/-  =  tgT+  T^  =  Q. 


fe.w,.  b,u 


i^O 


Les  autres  équations  difïérentielles  du  mouvement, 
étant  en  fonction  de  u  et  r  les  suivantes  (88)  : 

,  u    di        ,  u^    dx        j  u"  o?T 


g  cos  T  g  COS  T                     ^          cos-T 

elles  deviendront,  en  y  remplaçant  — ^  par  ~  — ^p  et 

l  .  cos^T^     6j  a^ 

tgT  par  [  Q  —  j^  j  et  intégrant  : 

_9_  r  ^  -0  —  1-  — 

^  '~  bju,    u}  ~^        b^    u 

bJ^-T^  =Logi^ 

Jvlq       u  °     u 

b^x  =  —  I     du  = 


«0  — " 


''^=-C(Q-6fïr)^«    =QK-«)-f-Logi« 

On  a  ainsi  tous  les  éléments  de  la  trajectoire  en  fonc- 
tion de  la  variable  u. 

Mais  les  formules  précédentes  permettent  d'exprimer 
immédiatement  u  en  fonction  de  toutes  les  autres  va- 
riables, y  excepté.  On  pourra  donc  obtenir  quatre  sys- 
tèmes de  formules  où  les  variables  seront  une  des  quatre 


1 
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lettres  u,  x,  t  ou  tg  t.  Ces  systèmes  sont  les  suivants  : 


Variable  u 


tgT 


b.t 


b^x 


)) 


Q-f- 

o^  a 

T  «0 

Log-^ 


a, 


u 


9t^^^o 


"1 


u 


Variable  t 


u 


u,e 


-b,t 


lut 


=  o_.^.^-: 


tgT^Q 


b,  a. 


)) 


b.x== 


u,{i—e->"') 


bj  =  Qu,{i-e-'")-gt 


Variable  t 


u 


_  5» 


6,  Q 


*0  " 


» 


'M=Logy«o(Q— «g-) 


bj=Q 


IL 


9 


«        6,Q-tgTj 

|Log-iu„(Q  — tgx) 
Variable  x 


u 


b^t 


Uj 

Q 


bj^x 
9 


I 


^«0 


—  Log  1  I 


6j  X' 
b^x 
II. 


» 


6  j  =  Qb^x 
9 


-^  Log  (  I 


6,  .X 


196.  Hodographe 
tlon 


ter  T.  


—  L'hodographe  a  pour  équa- 
o.    u 
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qui   peut   s'écrire 

I 


(  )  cos  T  —  sin  T 


C'est  l'équation  d'une  droite  en  coordonnées  polaires  : 

elle  est  inclinée  sur  l'horizontale  d'un 

angle  (•)  Ici  que  Q  =  tgO.  Elle  coupe 

—       l'horizontale  au  point  (t  =  o,  i'  =Ys)  et 


Fig.  m. 


la  verticale  au  point    t== ^-  v  =  d']  . 

On    peut    écrire  l'hodographe ,    en 
remplaçant  Q  par  tg  H  : 

6j  V  sin  (0  — ■  t) 


il 


cos  (!) 


I. 


Entre  les  données  à  l'origine  (V^,  a,  6J,  et  les  quan- 
tités Q,  6,  f '  (vitesse  terminale) ,  ?>,„  (^vitesse  minimum) ,Vs 
(vitesse  au  sommet),  on  a  les  relations  : 


Q  =  tga  + 
Q  =  tge, 


I 


9__ 

6j  YyCOsa  ' 


t'ni=  ^'  cos  B, 


y 


V3=t>'cotge, 


'm 


2 


197.  Trajectoire.  —  i"^  V équation  de  la  trajectoire 
est  la  dernière  du  tableau  du  n"  175  : 


p 
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OU  encore 

La  tangente  en  un  point  est  donnée  par  Téquation  : 

qx 

\fr  T fer  (Y  ii 


"o 


2°  La  branche  ascendante  est  déforme  parabolique.  — 
En  eflèt  en  écrivant  l'équation  de  la  trajectoire  : 

j  =  xtg  e  +  -|^Log(i ^ 

on  voit  que  pour  x  =  —  oc  ,  la  quantité  (y  —  x  ig  0) 
devient  infinie  ;  l'asymptote  du  point  ù  (i^o)  ^st  donc 
rejetée  à  l'infini. 

3^  Les  formules  du  sommet  de  la  trajectoire  sont  les 
suivantes  : 

u  V 

Y  =v'  cotff  e       \  =  — -^ 


I  u  V 

T  =  — Loo'-^         Y=--i.to-e 


i 

^0  —  V,  H-  Lo 


a,j 


4°  V asymptote  verticale  est  à  une  distance  X'  de  l'ori- 


gine donnée  par  la  formule  X'  =  y^ . 

On  cri  déduit  le  théorème  suivant  : 

Si  en  chaque  point  d'une  trajectoire^  on  mène  la  tangente 

V 

et  quon  prenne  une  longueur  égale  à  -j—  sur  cette  tan- 


■.■-•» 


y*  r. 


^^ 
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</e/2/6%  les  points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  f  asymptote 

(le  la  trajectoire. 

X 

5°  Point  de  chute.  —  Introduisant  le  rapport  r— ,  et 

faisant  j'  =  o,  on  obtient  les  formules  suivantes  du  point 
de  chute  : 


Vr=:-Log(i-^,);     tgt"=tge 


X 

v 


[■  "•"■-!] 


6"  Forme  de  la  trajectoire,  —  La  trajectoire  est  figurée 

ci-contre  avec  la  branche  iso- 
lée correspondant  aux  vitesses 
Vy  >  v\  sous  un  angle  négatif. 
On  remarquera  que  sur  cette 
branche,  il  n'existe  pas  de 
point  de  vitesse  minimum,  ni 
de  point  de  vitesse  verticale  mi- 
nimum. 

h  X 
7°  En  développant  en  série  Log  (  i ^- — 

.        .      **^ 
Texpression  suivante  pour  la  trajectoire  : 


Fig.  G; 


on  obtient 


il 


o\^i 


I  (  b^xV       I  fb^x^       I  (  ^h^\' 


u. 


3  \  u. 


mv] 


b.x 


Cette  série  est  toujours  convergente  parce  que  -^—  est 


u. 


toujours  plus  petit  que  i ,  puisqu'on  peut  écrire  : 


b^x 
u^ 


X 


fr.  i- 


'i'    *  •  , 
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198.  Exercices.  —  Théorèmes  à  démontrer. 

I .  Les  mouvements  du  projectile  suivant  les  deux  axes  Ox  et 
Oy  sont  indépendants  Vun  de  Vautre. 

Prendre  les  équations  différentielles  du  mouvement 
(•2®  ordre),  \  faire  cF  =  h^v  et  les  mettre  sous  la  ibrme 

d(v  cos  t)              ,  ^           .      d(v  sini:)  ,  ,      • 
j^ ==—  6i(vcos  t) ; j^ =  — .  ^  —  h^iv  sin -z) 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

•2.  Rapportée  aux  axes  obliques  de  V origine,  la  trajectoire 
est  indépendante  de  V angle  de  projection. 

Le  démontrer,  soit  en  partant  de  l'équation  explicite  de 
la  trajectoire,  soit  en  intégrant  directement  les  équations 
du  n**  94  dans  l'hypotlièse  ¥(v)  =  b^v. 

3.  Ainsi  que  dans  le  vide,  les  abaissements  au-dessous  de  la 
tangente  à  Vorigine  pour  un  même  éloignement  sur  la  ligne  de 
projection,  sont  les  mêmes,  quel  que  soit  V angle  de  projection. 

Conséquence  du  théorème  précédent.  En  déduire  un  mode 
de  construction  des  trajectoires  (Vq  =  const.) point  par  point. 
Tangente  aux  points  conjugués. 

4 .  Intégrer  directement  dans  le  cas  de  F(y)  =  b^v  les  l'or- 
mules  du  n^  164.  On  trouve  : 


6jii              I 

b^x 

1                                     I 

g      Q  -  tg^  ' 

• 

9       Q 

il 

\  n 

tg  a         Q         tg  'r 
~         I                       I         ~ 

LQ-tga       Q-tg^J 
Q       tgx 

^Q  — tga 

199.  Théorèmes  sur  la  portée  maximum.  — 

Déterminer  la  portée  maximum  X^j  et  Fangle  de  portée 
maximum  a,„. 

Prenons  la  variable  w,  dans  les  systèmes  du  n^  igS. 


^i  '^  ^ 


■^1^ 
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On  aura  pour  déterminer  la  portée  X  les  deux  équations  : 
6^X=«„-«„,        (tg«+^)  K-u„)  =  |- Log^ 

D'après  la  première  équation,  la  portée  maximum 
sera  définie  par  la  condition  dii^  =  du,,.  En  portant 
cette  égalité  dans  la  deuxième  équation  difierentiée  par 
rapport  à  a,  «^  et  «„,  il  viendra  : 

(a  -a  ^  (— -^-^]  =-^-  (- -\  du 

et,  comme  du^  =  —  Y^  sin  a  rfa,  on  obtiendra  la  valeur 
suivante  pour  («o,)m  ^^  point  de  portée  maximum  : 

V.  sin  a„  cos  a 


{^X  —  9  6^V,+^si 


m 

sm  a,„ 


Portant  cette  valeur  dans  les  équations  du  n^  igS,  et 
posant 

g  sm  a„, 

on  trouve  comme  expressions  des  éléments  du  point 
de  portée  maximum,  les  formules  suivantes  : 

_  y;    cotga„,  _u^ 

(/A  A  .  - 


I 


y 


T^  =-^LogA,  tgw^  =  tga„,  +  -^[i— a] 


l'^O 


'      '  —  —  LogA 


+ ié-ï^- 
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La  dernièro  équation  est  une  relation  entre  X  et  -^ — - 

c'est-à-dire   entre  l'angle  de   projection  a^,  qui   ligurç' 

dans  A  et  le  rapport  — — ~,  l  ne  table  calculée  une  fois 

pour  toutes  permettrait  donc  de  déterminer  Tangle  <le 
projection  a„,  de  portée  maximum. 

—  Démontrer  que  quand  le  rapport varie  de  o  (vide) 

.     à  30  (mouvement  rectili^nc),  i  angle  a^  varie  de  —  à  o. 

♦ 

200.  Exercices.  —  i**  Démontrer  que 

L'angle  de  chute  de  la  portée  maximum  est  complémentaire 
de  l'angle  de  projection  correspondant  développer  le  second 
membre  de  l'expression  de  tg  wj. 

•2^  Le  point  de  vitesse  minimum  ne  peut  coïncider  avec  le 
point  de  chute  de  la  portée  maximum  ;  il  est  toujours  au- 
dessus  du  sol. 

'^°  L'angle  a,n  de  portée  maximum  est  plus  petit  que  —  • 

4**  En  employant  les  notations  suivantes  qui  introduisent 
la  vitesse  terminale  v'  : 

b,v  =  q        et        a  =  ——-. . 

•'  '  V  sin  a,„ 


l'équation  qui  fait  connaître  l'angle  de  portée  maximum  a 
peut  se  mettre  sous  la  forme  : 


lit 


y  y    \         Vosinam/       \~^v'iihioiJ    ^^  \   "^  v' sin  a,,,/ 


et  par  suite  : 

.    .,  (1  +,a)Log(i  +  [1)  —  [X 

sm-  a„i  = -, (  I  ) 

r 


r 


'^ 
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D'autre  part,  la  portée  maximum  X^  s^exprimc  en  fonc- 
tion de  [X  et  a„j  par  la  formule  : 


'^g  X,n 


sin  '17. 


m 


Vo 


I   +1^ 


(•-) 


.Avec  ces  formules  on  peut  calculer  une  table  numérique, 
permettant  de  résoudre  le  problème  ;  en  voici  un  extrait  : 


I^ 

.^0. 

«m 

sg'Xm 

v' 

«'^ 

0,0 

0,0000 

45^ 

0,0000 

0,1 

0,0696 

44>6 

0,0090 

0,2 

0,1371 

43,16 

o,o333 

0,5 

0,3293 

41,12 

0, i652 

1,0 

0,6216 

38,26 

0,4869 

2,5 

i,i386 

34,4^ 

1,2479 

5,0 

2,3973 

28,39 

3 , 5 060 

10,0 

4,0461 

23,52 

6,7275 

100,0 

19, i38o 

11,2 

37,1965 

00 

QO 

0 

ex 

Pour  calculer  a^,  connaissant  la  vitesse  initiale  Yq  et  la 
vitesse  finale  v'  ==  -7-—  ,  on  entrera  par  la  2®  colonne  ^ 


1 3. 


Résistance  clinique.   Solution   de  Greenhïll 


20 1 .  Historique.  —  L'hypothèse  de  /i  =  i  a  été  con- 
sidérée longtemps  comine  la  seule»  qui  permît  une  inté- 
gration rigoureuse  et  complète  du  problème  balistique. 


*  Cette  table  est  extraite  de  Greenhill  [R.  mnr.  et  coloniale,  1890,  p.  43<>, 
traduct.  (îossot)  ;  elle  est  analogue  à  une  table  dite  de  Hutton  calculée 
pour  n  =  2  et  reproduite  dans  le  même  travail  (p.  43 1). 
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Assez  récemment,  le  professeur  Greenhill  de  W  oohvich 
a  donné,  par  les  fonctions  elliptiques,  la  solution  de  la 
question  du  mouvement  des  projectiles  lorsque  la  résis- 
tance est  proportionnelle  au  cube  de  la  vitesse  ;  la  tra- 
duction de  son  mémoire  a  été  donnée  par  le  G*  Gossot 
dans  la  Revue  maritime  et  coloniale  ^  Elle  est  égale- 
ment reproduite  dans  «  Les  fonctions  elliptiques  et 
leurs  applications  »  de  M.  Greenhill^,  ainsi  que  dans 
«  Les  principes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  » 
de  MM.  Appel  et  Lacour^  et  dans  le  «  Précis  élémen- 
taire de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  «  '  de 
M.  Lévy.  Enfin  M.  de  Sparre  a  traité  le  même  pro- 
blème avec  quelques  développements  nouveaux  dans  le 
Mémorial  de  l'Artillerie  de  la  Marine^. 

Nous  renverrons  aux  ouvrages  ci-dessus  pour  le 
développement  dès  calculs  et  nous  nous  bornerons  à 
donner  Tindic'ation  générale  de  la  méthode. 

202.  Équations  différentielles  du  mouvement. 

—  Nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  d'une  résistance 
cubique,  le  point  Q  de  la  branche- ascendante  où  la 
vitesse  est  infinie  était  à  distance  finie  (121);  la  tan- 
gente en  ce  point  a  Tinclinaison  6  sur  l'horizontale. 

Nous  prendrons  pour  origine  le  point  û,  et,  pour 
axes,  les  axes  obliques  constitués  par  la  verticale  du 
point  Q  et  par  la  tangente  B  en  ce  point. 

Rapportées  à  ce  système  d'axes,  les  équations  diffé- 

*  Mai-juin  1891. 

*  Traduction  française  de  M.  Griess,  p.  37.")  et  suivantes. 
^  P.  22.^  et  suivantes. 

*  P.   121  et  suivantes, 

»  T.  XXVII,  1899,  p.  427. 
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rentielles  du  mouvement  établies  au  n°  94  seront  les 
suivantes  : 

^  = 1.  fin  fl7  =      ' 


diK  = dp, 

9     ^' 


dz  =  -^  dp. 
9 


r. 


dt  =  -^  dp. 
9 


V, 


dy  =^pdp. 


,    dz 


Dans  ces  formules  v,  est  égal  à    , 


"^  z 


et  on  a  : 
1 


V 


V.,  [i  +  p-  —  2p  siri  O]  « 


P  est  égal  a  -^ 


Si  on  fait  maintenant  cF(y)  =  b^v^  et  si  on  pose 

63?;'^  =  <y,  la  vitesse  u'  sera  la 
vitesse  terminale  de  la  branche 
descendante.  Avec  ces  notations, 
l'équation  de  Thôdographe  de- 
viendra : 


Fig.  68. 


di\  = ^,3  irdp 


2o3.  Intégration  de  l'hodographe.  —  Rempla- 
çant v^  par  sa  valeur  en  fonction  de  v^  et  de  p,  on  aura 


i' 


/3 


dv. 


V, 


=^  [p-  —  otp  sin  6  +  I  ]  dp 


et    cette  équation  est   immédiatement   intégrable,    les 
variables  étant  séparées,  sous  la  forme  : 


I 

■3 


V 
V 


/v   3  -3 


3 


P'  sin0  +  />. 


On  a  choisi  la  constante  d'intégration  de  manière 
que,  pour  /)  =  o,  on  eût  d  =  00  . 
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I  />^ 

Posons  :       — -  P  =  i- p'^  sin  B  + 


■i         i '   V' 


v' 


On  aura  —  =  P  ^    ,  de  sorte  que  les  équations  du 

*■  z 

mouvement  seront  : 

204.  Intégration  de  Téquation  de  Tabscisse. 


1>  T 

—  Soit  une  variable  A  définie  par  la  formule  i  =  -77— 

'  *  *  ^/> 

Formons  la  quantité  (4^^  —  ^/g),  //a  étant  une  cons- 
tante arbitraire.  On  a  : 


- , ,  àir  —  f  2/>  sin  B  + 


I  2   —   27(/'3//' 


et  déterminons  l'arbitraire  g^  de  manière  que  le  numé- 
rateur soit  un  carré  parfait  ;  il  suffira  de  prendre  : 

4  —  3  sin"  B 

f/:3   =  


27 

Il  viendra  alors  :  ' 

sin  (-) 


\/W  -  9: 


3  3;) 

d'où  en  diflërenliant  : 

ôi^^/'l  p.    dp 


,-"li 


.^ 


3oo 
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fi''. 


KSî- 


■r- 


t.. 


^ 


OU,  d'après  l'expression  de  ^  en  P  ci  p  : 

(l^  dp 

\/4^"  —  93  ~  PT  * 

On  aura  donc,  pour  l'éloignement  z,  la  formule  : 


Pour  />  =  G,  on  a,  en  eflct,  '|  =  oo  . 
Posons  -^  ==  V. 


L'intégrale 


V  =   /      -,        * 

Joe       1/4^'—    fi 


définit  une  fonction  elliptique  dont  Finvarianl  </,  est  nul. 
On  écrira  alors  : 

la  fonction  jd  désignant  le  symbole  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Mais  la  formule  d'homogénéité  de  ces  fonctions  : 

permet  de  remplacer  la  fonction  jd(v  ;  o^  g^)  par  une 
fonction  J^[m9  ;  o,  i)  à  condition  de  prendre  m  =  ^g^ 
et  pour  variable  v  J/f/g  au  lieu  de  v. 
On  aura  ainsi  : 

A''  ;  «.  ^3)  =  vy^  c/^C^  v^î/a  ;  o,  i). 


r 
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Les  deux  invariants  de   la    dernière   fonction  étant 

o  et  I ,  il  ne  reste  de  variable  que  l'argument  v  \/ (j^  et  par 

suite  une  table  à  simple  entrée   donnant   la   fonction 

p{y  yg^)  en  regard  de  la  variable  v  yg^  permettra  le 

calcul  de  l'abscisse.  En  effel,  A  étant  connu,  en  fonction 

1 

des  données  initiales,  par  la  formule  ^  =  -j— ,  on  aura  : 

et  la  table  fera  connaître  en  regard  de  p  la  valeur  de 
l'argument  v  y^/g,  d'où  on  déduira  z^  puis  l'abscisse  x 
qui  est  telle  que  x  =  z  cos  0. 

Rappelons  que  l'abscisse  ainsi  calculée  est  comptée  h 
partir  du  point  ù  de  la  branche  descendante,  où  la  vitesse 
est  infinie. 

Une  table  de  la  fonction  jd(v  ;  o,  i)  a  été  calculée  par 
Greenhill  (loc.  cit.), 

2o5.  Asymptote  verticale. — De  la  relation  A  =pv, 
on  tire  -i-  =  p'  v  ;  on  aura  donc  : 

/  V  =  v/4f  —  g,' 

Mais  (204)  on  a  trouvé  : 

/-r-n s  in  H         1 


On  aura  donc  : 


P  =  ~ : 

sin  H  —  3j[)'v 


.J- 
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Par  suite,  p  deviendra  infini  pour  une  valeur  v'  de  v 
telle  que 

sin  6  ==  3j[>^'. 

Elevons  au  carré  :     sin^  6  =  9Jt>'V     et  comme 


y^^ = v/4y  V — y, 

il  vient  :  sin^  6  =  36  jdV  —  g^^. 

.,.               ,            .                               ,       4 — ^^3sin^0 
ÎM  on  remplace  marntenant</3  par  sa  valeur , 

on  aura  :  ' 

Cette  relation  permet  au  moyen  de  la  table  numérique 
de  la  fonction  JL)  de  déterminer  l'abscisse 

x^  =  V  cos  H 


où  p  =   oo  ;  c'est  l'abscisse  de  l'asymptote  verticale  et 
l'amplitude  totale  de  la  trajectoire  depuis  i2  jusqu'à . 

2o6.  Ordonnée.  —  On  a  : 

^=j    P    ^pdp. 

D'après  les  relations  du  n'  2o4,  on  a  : 
-1  I 

11  viendra  alors  : 


i 


'^=X  p'^ 


y^7 


V 
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Mais  p  =  — : — - — —n — 7-  ,  et  si  on  introduit  la  valeur  v' 
^         sin  B  —  .^ji>  V 

correspondant  à  Tasymptote  verticale,  qui  est  telle  que 
sin  0  =  'i^p'y\  il  viendra  : 


L'intégration    de   cette   fonction  ^    se    fera    sous    la 
forme  : 

-~j-  =  —  Log  <i(v'  —  v)  —  a  Log  <i(av'  —  v) 

—  a^  Log  <j  (7}'/  —  v)  —  3vÇv' 
équation  où 
a  représente  la  racine  cubique  imaginaire  de  Tunité  : 

a  =  V^- 


I, 


Çv  la  fonction  de  Weierstrass  dont  la  définition  est 

(TV  la  fonction  de  Weierstrass  dont  la  définition  est 

Çv  =  -j-  Log  <TV. 

On  trouve,  dans  le  mémoire  de  M.  Greenliill,  la  table 

des  fondions  Çv  et  (tv  pour  les  invariants  y.,  =  o  el 

r/3  =  I . 

Comme  la  variable  v  représente  -^  ou  — ~ ,  on 

^  v''         v'-  cos  H 

voit  que  l'expression  de  y  donne  en  réalité  Téquation  de 
la  trajectoire. 

*  Voir  M.  Lévy,  Précis  élémentaire  des  fondions  elliptiques,  p.  l'iG. 


;  ,  -.^î- 


I 
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L'expression  de  y  est  compliquée  d^imaginaires  et 
ne  peut  par  suite  être  calculée  numériquement.  M.  de 
Sparre  est  parvenu  à  en  donner  une  expression  où  tous 
les  termes  sont  réels,  mais  sous  la  forme  d'une  série  tri- 
gonomé trique  *. 

207.  Temps.  —  On  transformera  par  le  même  pro- 
cédé que  ci-dessus  l'intégrale  du  temps 

en  la  suivante  : 

qui  s'intégrera  par  la  formule  :  . 

-^  =  —  Log  <t(v'  —  v)  —  a  Log  <T(av'  —  v) 

—  a^  Log  <T(a^v'  —  v)  +  const. 

avec  la  condition  que  i  =  o  pour  v  ==  o. 

Les  lettres  ont  la  même  signification  que  dans  Tinté- 
gralc  de  y. 

208.  Point  de  vitesse  minimum.  —  L'équation 

y^  =  i;|  [i  -\-p-  —  2/)  sin  0] 

en  y  portant  la  valeur  de  t\  trouvée  au  n*^  2o3  devient  : 

vr  =  i;'^  P     ^  [  I  -|-  P"  —  '^f  ^^^  ^-^J 
avec  —-  P  =  il p^  sin  0  +  JO . 

*  Mèm,  Art.  Mar.^  1899,  p.  443. 


1' 
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Différentiant  logarithmiquemcnt  les  deux  membres,  il 
viendra  : 


dv' 


I—     •> 


/'■ 


p'  —  2p  sin  B  -h  I  p  —  sin  B 


p^  —  ip^  sin  0  +  'ip       I  +  P"  —  2/)  sin  B 


et  cette  formule  conduit  pour  le  point  de  vitesse  minimum 
:dv  =  o)  à  la  relation 

pl^  cos"^  H  +  pm  sin  B  —  i  =  o . 

Mais,  en  un  point  quelconque  on  a  (94)  : 

sin  (B  —  T  j 
P  ==  — ^ 

'  COST 

En  portant  cette  valeur  dans  Téquation  ci-dessus  elle 
devient  : 

tg  2(B  —  T^)  =  —  2  cotg  B- 

et  elle  donne  pour  T,n  deux  valeurs  qui  diffèrent  entre 

elles  de  — . 
2 

Donc  on  peut  dire  :  les  tangentes  aux  deux  points  de 
vitesse  minimum  situés  l'un  sur  la  trajectoire  avec  som- 
met, Fautre  sur  la  trajectoire  des  bolides  sont  perpendi- 
culaires. 

Soit  Vni  la  valeur  de  v  correspondant  au  point  de  vitesse 
minimum.  On  a  (204) 

7>m  = 


sin  B  —  '6j>'  Vu, 
_  pfn  —  4/>m  sin  B  +  4 


d'où  j)''  v„,  — 


'^i 
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ce  qui  en  tenant  compte  de  la  relation 

pl^  cos-  B  +  /),„  sin  O  —  i  ==  o 

,     .     ,                   r>            4  — 3sin^B 
devient  :  jD'-v,n  = 


9 

4  —  3  sin"^  6 


Mais  d'après  la  définition  deg^  (204)  '•  ^s^= 
il  vient  •   ^  ^^n=35r,. 

Mais  (2o5)  yv  =  \/4^/y'v  — 5^3 

il  viendra  donc      4j^'^'''m  —  ^3  =  3^3, 

d'où  ^'V.„    =     (/g. 

Cette  formule  fait  connaître  au  moyen  de  la  table  de 
la  fonction  jl?v  la  valeur  de  l'abscisse  du  point  de  vitesse 
minimum . 

Si  on  désigne  par  2Wj  la  période  réelle  de  la  fonction 

jt)v,  on  démontre  qu  on  a  :      >,„  =  -—  o>^. 

On  démontre  en  outre  que  les  éléments  Vm  et  /,„  du 
point  de  vitesse  minimum  s'ex{)riment  par  des  fonc- 
tions pseudo-elliptiques ^  c'est-à-dire  où  n'entrent  que  des 
lignes  trigonomé triques  et  des  logarithmes. 

^4      ^^1^    l^ES    SOLUTIONS     PAR     APPROXIMATION 

DU     PROBLÈME     RALISTIQUE 

209.  Méthodes  principales  d'approximation. 

—  \ous  avons  dît  précédemment  (187)  qijc  la  recherche 
d'une  solution  approchée  du  problème  balistique  dans  le 
cas  d'une  résistance  monôme  et  pour  les  valeurs  de  n  =  a 
et  n  =  4,   où  l'intégration  directe   est  impossible,  avait 
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beaucoup  occupé  les  géomètres.  Leurs  rechcrclics,  ([ui  sou- 
vent font  appel  à  une  anaUsc  très  ingénieuse,  ne  sauraient 
être  exposées  ici  avec  détails;  on  renverra  le  lecteur  aux 
mémoires  originaux  où  les  calculs  sont  développés.  Nous 
donnerons  seulement  1  indication  d'une  classification  cpii 
comprend  les  principes  de  beaucoup  des  méthodes  d'ap- 
proximation (pii  ont  été  proposées. 

2IO.  Première  méthode.  —  Si  on  considère  les 

équations  du  mouvement  dans  l'hypothèse  d'une  résistance 
monôme  savoir  : 

a       du                  dz                   ,                 li^       dz 
^  ■  dx=z 


K     II""  "^  *  COS"^  +  *  t    '  (jf      cos-  z 

^    u      dz                                         II'  dz 

dt  ^= ; —  ,  (/ V  = isz 


g  cos'z  '  (j     ^      cos-z 

il  est  évident  que  si  la  première  équation  où  les  variables 

sont  séparées  permettait  d'obtenir  tgT  et ''- —  en  fonction 

cos-T 

de  «,  le  problème  tout  entier  sera  résolu. 

Le  premier  procédé  d'approximation  consistera  donc  à 

poser 

y       du  dz 


ba    «°  "^  ^       "      cos=^  z 

k  étant  une  constante. 

Ce  procédé  pourra  même  être  généralisé  et  s'appliquer  au 
cas  d'vuie  fonction  F(i')  quelconque  ;  il  jouit  des  propriétés 
suivantes  : 

1°  Il  est  rigoureux  dans  le  cas  de  /t  =  i  ;  c'est  le  pro- 
blème traité  au  paragraplie  -i  du  présent  chapitre; 

'2°  Il  sera  vrai  à  la  limite,  c'est-à-dire  pour  z  tendant  vers 
zéro  quel  que  soit  n  ;  car  on  a  en  première  approximation 
(i6())  : 

Ç„(.)  =  tg.  +  ...  d'où  —;^  =  -^  +  ... 


•  i-  7       î  r 
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Cette  dernière  propriété  le  rend  extrêmement  précieux 
dans  la  pratique  et  son  importance  est  considérable.  Il  est  dési- 
gné souvent  sous  le  nom  de  son  premier  vulgarisateur,  le 
G*'  Didion,  quoi  qu'il  fut  connu  antérieurement  déjà  dans 
des  cas  particuliers^  et  quoi  qu'il  ait. été  depuis  généralisé 
par  de  Saint-Robert  et  Siacci.  Il  fera  Tobjet  du  Livre  lY  du 
présent  ouvrage  sous  le  nom  de  «  Tir  de  plein  fouet  ». 

211.  Deuxième  méthode . —  Outre  le  cas  de  Çn('c) = tg-c, 
on  a  vu  qu'on  avait  réussi  à  intégrer  les  équations  du 
mouvement   pour   une   résistance   cubique  où   l'intégrale 

Çn(':)  =  igz  -\--~  tg^ T  s'exprime  ainsi  également  par  des 
tangentes.  Mais  les  cas  de  n  pair  qui  introduisent  dans  l'ex- 
pression de  Çn(')  1^  fonction  Log  tg  (  — — [-  —  I  ne  laissent 

pas  l'espoir  de  tirer  de  l'équation  de  l'hodographe  la  valeur 
de  tgT  ou  de  u  qui  permettrait  l'intégration  des  autres 
équations  différentielles. 

Il  devient  alors  naturel  d'essayer  de  représenter  la  fonc- 
tion Çn('^)»  dans  le  cas  de  72  pair,  par  une  fonction  en  tgT, 
telle  que  Çn(T)  =  a^  tgT  +  a^  tg'^T,  et  de  cbercher  à  intégrer 
les  équations  différentielles  dans  cette  hypothèse. 

On  pourra  tout  d'abord  prendre  les  deux  premiers  termes 

(i6o)  du  développement  de  Çn('^)  =  tg'^H ; T  ^n^'^ 

comme  valeur  approchée  de  Çn(T).  Mais  si  on  considère  le 
problème  sous  ce  point  de  vue,  c'est-à-dire  comme  dépen- 
dant d'un  développement  en  série  de  Ça(")>  on  est  conduit 
logiquement  à  effectuer  l'intégration  par  approximations 
successives  :  on  devra  donc  calculer  le  premier  terme  de  la 
série  en  supposant  d'abord  Çn(T)  =  tg-c,  puis  le  second  à 
l'aide  du  premier.  On  est  ainsi  conduit  au  problème  traité 
dans  sa  généralité  dans  la  théorie  du  Tir  de  plein  fouel, 
lorsqu'on  prend  les  deux  premiers  termes  de  la  série. 

*  Méthodes  de  Borda,  Bezout,  etc.  Voir  le  Traité,  Balistique  de  Didion, 
p.  243. 


î^'^ïVÎTv  ' 
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Donc,  pour  obtenir  des  procédés  nouveaux  d'approxima- 
tion, il  faudra  supposer  que  dans  la  formule 

t 

les  coefficients  a^  et  a.<  soient  déterminés  de  manière  à  ce 
que    la   formule   binôme  donne   en  deux  points  (ou   un 

Ï)oint  et  une  tangente),  différents  de  l'origine  commune, 
es  mêmes  valeurs  que  la  fonction  Çn('^)-  Les  valeurs  de  rij 
et  a3  pourront  donc  varier  suivant  l'amplitude  (a,  o,  w)  do 
la  trajectoire  étudiée.  Comme  les  deux  fonctions  sont  im- 
paires, il  Y  aura  cinq  points  communs  aux  deux  fonctions 
entre  l'origine  et  le  point  de  chute.  On  peut  donc  espérer 
une  grande  approximation  par  l'emploi  de  cette  méthode 
dans  les  cas  malheureusement  très  peu  nombreux  où  elle 
pourra  être  logiquement  utilisée. 

Exemples  d'application  de  cette  méthode. 

a)  Cas  de  n  =  2  : 

i^  Legendre  ^  "è^i"-)  =  fli  tg  t  +  «3  tg'  z 

•1^  M.  de  Sparre-  '^>{'z)  z=  a^igz  -\-  n^  tg^x 

3^  Examiner  le  cas  limite  '%i{'^)  =  as  tg^  t 

b)  Cas  de  n  =  l\  : 

i<*  M.  Zabouski ^  Çj(t)  ==  a^  tg  t  -f-  03  tg^  t 

•2^  M.  de  Sparre  •  Ç./t)  =  a^  tg  t  -|-  a-:^  tg'^  t 

3°  Examiner  le  cas  limite  ^^(t)  =  03  tg^  t. 

212.  Exercices  sur  diverses  autres  méthodes 


'   Traité  de  Balistique  de  Didion,  p.  •24."). 

*  Mémorial  de  l'Artillerie  de  la  Marine^  t.  XXI,  i8()'J,  p.  20a. 
•*  Revue  a' Artillerie^  août  1889. 

*  Mémorial  de  F  Artillerie  de  la  Marine^  t.  WVII,  i8^(),  p.  817. 
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d'z 
d'approximation.  —  i^  Cas  de  n  =  'i  :  Remplacer '- — 

dans  l'équation  dtî  Thodographe  par  ^'^^  '^ 

K-\-  a  tg-  T         dz 
a  cos^T  ' 

et  intégrer  «,  x  et  y  ^. 


V 


i:     .      TZ  _  TU 


2°  Cas  de  n  =  '1  :  l^our  t  variant  de  —  à  —  ou  de —  à 

^  prendre  : 

ou  même  Çj!"^)  cos-t  =  const.^ 

3°  Cas  de  n  =  '»  :  Pour  les  mêmes  régions  de  variation  de  t 
prendre  :  j 

'j°  Cas  (if^  /i  =  4  :  On  a  (97) 

— îL. 2. cF(v) 

dx^  v"*  cos'*  T       ^  ' 

qui  dans  le  cas  de  cF[v)  =  64V '  devient  : 

Jx^  COS^T 

On  posera  — j-^  =r.  m  —  m'j  et  on  obtiendra  Téquation 
dilTérentielle  linéaire  à  coefficients  constants  : 


dx 


'i 


-h  m'y  —  m  =  o 


On  l'intègre  et  on  trouve  l'équation  de  la  trajectoire, 
puis  l'expression  de  tg  t  et  de  «  '. 


*  Français,  Traité  de  Balistique  de  Didion,  p.  247. 

*  M.  de  Sparre,  Mémorial  de  F  Artillerie  de  la  Marine,  t.  XXII,  p.  829. 
^  M.  de  Sparre,  loc.   cit. 

*  M.  de  Sparre,  Mémorial  de  l'Artillerie  de  la  Marine,  t.  XX,  1892,  p.  619. 
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LE  TIR  DE  PLEIN  FOUET 


CHAPITRE   IX 

LES   FORMULES  DU  TIR   DE   PLEIN   FOUET 

§   I.   —  Le  premier  terme  de  la  série 

21 3.  Définition  du  tir  de  plein  fouet.  —  Le  Tir 

de  plein  fouet  correspond  h  un  cas  particulier  du  pro- 
blème défini  au  n"  i5i  où  le  développement  en  série 
prend  comme  point  de  départ  le  développement  Irigono- 
métrique  de  la  fonction  cosinus  qui  figure  dans  Fhodo- 
graphe.  Le  Tir  de  plein  fouet  envisage  spécialement  une 
trajectoire  tout  entière,  de  a,  angle  de  projection,  a  co 
angle  de  chute,  mais  située  dans  le  voisinage  du  sommet 
de  la  trajectoire  totale.  Ces  trajectoires  sont  celles  que, 
dans  la  pratique,  T  Vrtillerie  a  le  plus  sou\ent  à  consi- 
dérer. 

Analytiquement,  le  tir  de  plein  fouet  sera  caractérisé 
par  le  fait  que  de  Torigine  au  point  de  chute,  les  incli- 
naisons T  de  la  tangente  à  la  trajectoire  sur  l'horizontale 
resteront  toujours  petites.  Aucune  hypothèse  n'est  faite 
sur  la  grandeur  relative  des  deux  forces  qui  agissent  sur 


a?*. 


U 
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le  projectile,  savoir  la  gravité  7  et  la  résistance  de  l'air 

cF 

rF(i'),  sinon  que  le  rapport n'est  ni  un  nombre  très 

grand,  ni  un  nombre  très  petit. 

Le  point  de  départ  des  calculs  sera  le  développement 
Irigonométrique  du  cosinus  qui  est 


COST 


1.2       1.2.3.4 


Comme  ce  développement  saute  un  terme  sur  deux 
en  T,  il  en  résulte  une  convergence  rapide  de  ces  séries, 
pour  z  voisin  de  zéro,  et  c'est  cette  propriété  qui,  trans- 
portée par  le  calcul  dans  les  équations  du  mouvement, 
rendra  possible  l'obtention  de  formules  de  tir  particuliè- 
rement approchées. 

Comme  on  a  :  tg  t  =  t  + 


^« 


2T* 


i.v5        1.3.5 


rf*-  .• 


•7. 


on  pourra  exprimer,  si  on  veut,  cost  en  fonction  de  tgT 
comme  il  suit  : 


tg-  T  C) 

COS  T  =  I ^^ 1 —. 

1.2  1.2.3.4 


tgT^+-. 


Rappelons  les  équations  différentielles  du  mouvement 
sous  la  forme  du  n^  88,  II,  où  la  variable  est  la  vitesse 
horizontale  u. 


(lu         c     ,^,  , 

=  —  Vl  [VJ  , 

!J 


rk 


y  * 


-  a      (h 


a    cos"  T 


[/ 


j               ir     (k 
dx  = 

(/     cos"  T 

,              u^           (k 
dy  = ti^T ;— . 


5-;v 


La  première  équation  différentielle  est  celle  de  Vho- 


TT^  \ 


r 


4 
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(lographe^  dont  il  est  nécessaire  touf  crabord  de  savoir 
obtenir  Tintégrale. 

214.  Développement  de  Thodographe.  —  Posons 

^  ^        v¥{v) 
et  écrivons  Thodographe  sous  la  forme  identique 

.     COS"  T  C  VCOST/    COS^  T 

Introduisons  maintenant  dans  les  deux  membres  de 
cette  équation  le  développement  de  la  fonction  cosinus, 
réduite  à  ses  trois  premiers  termes.  On  calculera  d'abord 

I  T-  DT*  I  T-     .     2T^ 

î-i 1 5-7     et     — r-  =  i-+ 


COS  T  1.2         1.2.3.4  COS^  T  1  1.3 

On  aura  ainsi  : 

(h  q  1         T^         2t''    .       \^/     .    MT"  Sut''  \   , 

COS-T  C\  1  I.O  /\  1.2  1.2.3.4  / 

Développons  alor^  la  fonction  O  par  la  formule  de 
Tavlor  bornée  aux  termes  en  r'*;  en  sous-en tendant  la 
variable  m,  on  aura  : 

a>UH 1 7-7+-)=^^ ^H ^r-  3a<I>''+5<I>0H- 

\         12       1.2.3.4         /  ï-^  1.2.3.4  '        /  ' 

On  obtiendra  alors,  pour  le  développement  de  l'équa- 
tion différentielle  de  l'hodographe,  la  fonnule"suivante  : 


cos't      c  L  \         2     /  \3         24  8 

BALISTIQUE.  18 


*"   t'+-  . . 


dii. 
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Telle  est  l'équation  difTérentielle  qui  donne,  dans  lo 
second  membre,  la  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  T.  Dans  le  premier  membre  se  trouve  la  dérivée  de  tgT. 
On  voit  que  le  développement  du  second  membre  sauto 
un  terme  en  t  sur  deux,  exactement  comme  la  série  qui 
donne  tg  t. 

21 5.  Intégration  du  premier  terme  de  l'hodo- 
graphe.  —  Afin  d'obtenir  le  premier  terme  de  la  série, 
nous  négligerons  dans  le  second  membre  de  Téquation 
ci-dessus,  les  termes  en  t"  du  et  en  t'  cfa,  c'est-à-dire  de 
l'ordre  de  t^  et  t'\ 

En  rétablissant  la  fonction  F,  il  viendra 

dz  (j      du 

cos"^  T         c    u¥{u) 

Intégrons  celte  équation  depuis  la  limite  supérieure 
(t,  u)  jusqu'à  la  limite  inférieure  (a,  wj ,  bouche  du  canon 
et  origine  de  la  trajectoire. 

On  obtiendra  : 


tg  T  =  tg  a  + 


c  Jmq    .    mF  * 


Posons  comme  définition  de  l'intégrale  qui  figure  dans 
le  second  membre,  et  qui  a  déjà  été  rencontrée  (i  18)  : 


•-'i' 


uFîu) 


(U  étant  une  vitesse  arbitraire  quelconque  et  supposons 
que  des  tables  numériques  de  la  fonction  J(u)  aient  été 
calculées  une  fois  pour  toutes,  au  moyen  de  la  fonction 
F(r)  expérimentale. 
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L'équation  intégrée  de  l'hodographe  sera  donc  : 

tgT  =  tga  +  -i[J(u,)  — J(u)] 

ou,  suivant  une  notation  abrégée,  en  sous-en tendant  la 

variable  u  : 

J,— J 

tg  T  =  tg  a  H . 

On  peut  écrire  encore  : 

tg^  +  --  =  tg^  +  -f  =  ?• 

^  En  chaque  point  delà  trajectoire  ^  la  somme  (^tgT+  -^ 
est  ainsi  une  quantité  constante, 

216.  Temps.  —  La  solution  du  problème  va  se  pour- 
suivre maintenant  sans  difficulté  pour  tous  les  autres 
éléments  du  mouvement. 

Pour  avoir  le  temps^   dans   l'équation   différentielle 

u      di 


g    cos'^T  ' 

on  remplacera        ",      par  sa  valeur  principale  --  --rr  • 
^  cos^T  c    ur 

Il  viendra 

I      du 


dt  =  — 


c    V{u) 
Intégrant,  en  supposant  que  ^  =  o  à  l'origine  (a,  wj, 


on  aura  : 

"1   du 


I      /"i   du 


T 


^?SV 


\* 


bh: 


î-r" 


1 


»-.i^,- 1 

#^^ 


rî 
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Soit,  par  définition,  la  fonction  s(u)  déjà  rencontrée 
(48)  telle  que  : 

/  N  r^  du 

S{U)  =   —       /         r——- 

^  Ju    l(u) 

(U  étant  une  vitesse  arbitraire).  On  aura  : 

i  -  S(m)  —  S(»„) 


^ 


ou,  en  employant  une  notation  abrégée  : 

c 

Si,  à  l'origine,  le  temps  eût  été  pris  égal  kt^^  le  théo- 
rème analogue  à  celui  qui  existe  pour  les  inclinaisons 
serait  qu'en    un   point    de  la  trajectoire^    la    quantité 


t  —  —  =  t  — -^ 
c  '         c 


est  une  constante. 


217.  Abscisse.  —  Les  calculs,  pour  l'abscisse,  sont 
tout  à  fait  analogues  aux  précédents,  en  partant  de 
l'équation 

u'      d'z 


dx  =  — 


qui  se  transforme  en 


g    cos-T 


,    I     udu 


c    F(u) 

L'intégration  de  a;  à  zéro  et  de  u  à  u^  introduira  la 
fonction  D(a)  déjà  connue  (48)  sous  la  définition 

^  /  \  T"  udu 
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(U  étant  une  vitesse  arbitraire).  On  aura  ainsi  la  formule 

D  —  D, 


X 


c 


et  le  théorème  de  la  constance  en  tous  points  de  la  tra- 
jectoire de  la  quantité 


D  _      _  D, 

C  "  c 


218.   Ordonnée.  —  Dans   réquation   différentielle 

,               u^  di 

dy  = --tgT 


(J       ^^        COS^  T 

remplaçons    tg  t    par     sa     valeur    principale     (2x5) 

J 

dz                    ,           .     .     1          d'z           a    du 
et ; —  par  sa  valeur  principale  :  5 —  ==  — pr  • 

cos-  T  cos"  T  c    uï^ 

Ti     .      ,  ,     .  I    /  J\    udu 

Il  viendra  :       dy  =  —  —  \ci——j  -^ , 

ou  bien  : 

,  a    udu  I         udu 

-^     ■        c     F  c^     .    F 

Intégrant,  avec  l'hypothèse  y  =  o  pour  u'=  u^^,  on 
aura  : 

"^udu  1      /*"_  udu 

y 


cj     r^^udu         1     r^ 


Soit  une  fonction  A(u)  (119)  répondant  à  la  définition  : 

udu 


18. 


.^^. 


frfi,,  - 


îiV^ 
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et  dont  la  table  pourra  être  calculée  une  fois  pour  toutes . 
Il  viendra  : 

y=î^^— f  (A-Aj. 

C'est  la  valeur  de  V ordonnée  y  en  fonction  de  la 
vitesse  horizontale  u  et  des  données  à  Torigine.  Le  théo- 
rème sur  rinvariant  en  un  point  de  la  trajectoire  est  cjuc 
la  quantité 

reste  constante  en  tout  point  de  la  trajectoire. 

Si  dans  la  formule  qui  donne  j,  on  remplace  q  par  sa 
JA        .  D  — Do_ 


râleur  fi 


valeur  (  tg  a 


— ^  1  et  SI  on  remarque  que 

c    /  C- 


on  pourra  écrire  : 
y  =z  X  [g  OL  - 


4- [A 


A<,  -  J„  (D  -  Do)] 


Cette  équation  met  en  évidence  l'abaissement  (21 


II 


-[A— A,  — J„(D  — D„)]. 


.V 

> 


219.  Tableau  des  formules  pour  un  point  quel- 
conque. —  D'après  ce  qui  vient  d'être  établi,  les  for- 
mules du  Tir  de  plein  fouet ^  premier  terme  de  la  série, 
sont  les  suivantes  pour  un  point  quelconque  (i%t)  de  la 
trajectoire  : 

J  I>  —  I>o 

tg  T  =  ^ ^  = ' 


C 

S— S 


0 


q^     ""-^(A-A,) 


*" 
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La  variable  indépendante  dans  les  fonctions  J,  S,  D 
et  A  est  la  vitesse  horizontale  a  =  v  cos  t. 
La  constante  q  est  telle  que  : 

Les  quatre  fonctions  de  u  qui  figurent  dans  les  seconds 
membres  des  équations  sont  les  fonctions  balistiques  de 
Siacci.  Elles  ont  pour  définitions  : 

/^«     du             ^  C'^udu 
n^da                    /•«     udu 

F  est  la  fonction  F(u)  expérimentale. 

U  est  une  vitesse  arbitraire  quelconque. 

On  a  les  relations  différentielles  de  définition  : 


r 

de               g 
du              u¥  ' 

dî>         u 
du         F  ' 

r 

rfS               I 
du              F  ' 

dA.                  u 
du             "^  F 

2 20.  Sommet  de  la  trajectoire.  —  Faisant  dans 
la  première  équation  du  n°  précédent  tg  t  =  o  on  aura  : 

qc  =  Js, 

relation  qui  fera  connaître,  au  moyen  de  la  table  de 
la  fonction  J,  la  vitesse  au  sommet  u^.  En  portant  u^ 
dans    les    autres    fonctions    balistiques    S,  D   et  A, 


-"^r 
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on   aura  les  équations   du   sommet    sous    la  forme  : 
Js  =  yc  clou     u^  vitesse  au  sommet 

^s  =  — ^ Xs  abscisse  du  point  culminant. 

g  g 

f  s  =  — ^ Tg  durée  de  trajet  correspondant . 

Vs  =  ^[Js(Ds-D„)-(A,-A„)] 

^sjlèche  de  la  trajectoire. 

221.  Point  de  chute.  —  Le  point  de  chute  sur  un 
sol  horizontal  étant  défini  par  la  condition  y  =  o,  on 
obtiendra  u^  en  égalant  à  zéro  le  second  membre  de 
Téquation  qui  donne  j  {219). 

En  portant  cette  valeur  de  u^  dans  les  autres  fonctions 
balistiques,  S,  D  et  J,  on  pourra,  à  l'aide  des  tables  de 
ces  fonctions,  déterminer  les  valeurs  des  différents  élé- 
ments de  la  trajectoire  au  point  de  chute. 

On  trouve  ainsi  : 

—  =  qc        d  ou     u,,vf/^55erestantehorizontale. 


D   — D 


X      -  °"-°o 


y    Sq,  —  s^^ 


c 


\  portée. 

ï  durée  du  trajet. 


lg(o=^ ^^  angle  de  chute. 


c 


On  peut  mettre  la  première  et  la  dernière  de 


ces 
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équations  sous  des  formes  symétriques  qu'il  peut  êlrc 
utile  de  connaître.  Remplaçant  dans  la  première  q  par 

tg  a  H ^  )  et  dans  la  dernière  qc  par  -=^ — ^, 

^   '        c  I  D,,  —  Dq 


il  vient  : 


tsr  a  —  — 
'=  c 


tgco=- 


•l!> 


D  — D 


•o) 


-°  — J. 


uD„ 


b) 


2  2  2. Exercices. —  i°  Former  les  dérivées  successives 
des  fonctions  balistiques  relativement  à  la  variable  u. 
On  trouve  : 


d3 
du 


_         9 


uF 


du' 


d^_J_ 


V(«F'-hF) 


d^J 
die 


_   9 


u^F^ 


— '2uFF  — 'iF^ 


dl) 

du 

u 
F 

"^'^        '    («F      F) 
du'        F'  ^           ^ 

d^jy      I 

du^       F' 

[«FF'      'luF^'l 
+  2  FF 

c/S              I 

^A            J 

du            F 

du            «f 

d'S      F 

(/^A  I  , 
du'  -  F'  ^^ 

du'      F' 

^^^       ^  ('FF' 
dii'      F^^ 

-'2F'=^) 

d'A  I  r*' 

du^      F3    - 

j(«FF'— 2uF^+'2FF)' 
1(3«F— F). 


2°  Former  les  dérivées  successives  des  fonctions  balis- 
tiques par  rapport  à  l'une  quelconque  d'entre  elles,  par 
exemple  D. 


"^ 


i-1'2. 
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àW 


I 

u 

_F 

=  ^(3  F— «FM 
«*  ' 


J== 

rf  J (/ 


•2rï  — 
F 


dD^ 


=  ..^-l(4F-«F)= 


dlï' 

d'A 


« 


f/D» 


3°  Démontrer  que  les  formules  de  la  lin  du  n**  a'21  qui 
donnent  tga  et  tgw  sont  des  cas  particuliers  des  deux  sui- 
vantes : 

\^  x)        D  — D„ 

forniules  qu'on  déduit  des  «[uations  en  un  point  quel- 
conque ('-iiy)- 

'("  Partant  de  l'équation  qui  donne 

D  — Do         1   ,.         .s 

y  =  i  — -^  (-*•  -  ■^«)' 

,.  dy  dy  1,,         •  .    , 

lormcr  -r-  ou  —r  et  retrouver  1  équation  qui  donne 

J 

:j°  Montrer  que  pour  11  =  Wj,  on  a  lim  — —  =  Jq. 


§  2.   —  Résolution  des  problèmes  de  tir 

2^3.  Considérations  générales-  —  Les  équations 
du  n"  219  font  connaître,  pour  un  point  quelconque 
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de  la  trajectoire,  quatre  relations  entre  huit  variables 
ity,  a,  c  d'une  part,  à  Torigine  de  Tare,  u,  t,  a?,  y,  /, 
d'autre  part,  à  Tautre  extrémité.  Il  suffit  donc  de  con- 
naître quatre  quelconques  de  ces  variables,  à  condition 
que  Tune  d'elles  au  moins  soit  une  des  trois  quantités 
«y,  a,  c,  pour  que  le  problème  soit  analytiquement 
déterminé  et  que  le  calcul  des  quatre  autres  variables 
soit  possible. 

Mais,  pratiquement,  les  différents  problèmes  aux- 
quels on  sera  conduit,  seront  de  nature  diverse  et  ils 
offriront  des  difficultés  plus  ou  moins  grandes  suivant 
la  manière  dont  les  inconnues  sont  engagées  dans  les 
équations. 

Dans  certains  cas,  la  solution  pourra  être  tout  à  fait 
immédiate  ;  dans  d'autres,  elle  exigera  des  tâtonnements 
et  des  approximations  successives. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  des  différents 
problèmes  de  tir  en  nous  limitant  à  ceux  qui  peuvent 
présenter  un  réel  intérêt  pratique  parmi  tous  les  cas 
possibles. 

Ceux-ci  sont  au  nombre  de  65.  —  Car,  abstraction 
faite  de  la  restriction  concernant  la  nécessité  de  con- 
naître une  des  données  à  l'origine,  on  aurait  à  calculer 
le  nombre  de  combinaisons  de  8  objets  4  ^  4^  ^^^  ^^t 

C^-  =  m(m-.)...(,n-p+.)  ^,„  _  g,  /^  =  4). 

On  trouve  ainsi  70  dont  il  y  a  à  retrancher  5  combinai- 
sons formées  avec  4  àes  variables  de  Textrémité  de  l'arc. 

224.  Cas  où  Uo  et  u  sont  donnés.  —  Ecrivons  les 


'    ■•  1' 


s 
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équations  du  n''  219  en  mettant  en  évidence  les  fonctions 
balistiques. 

(1)  c(tgT  — tga)=Jo  — J 

(2)  c/==S  — Sq 

(3)  ^  ex  =  D  —  D, 

(4)^    e^(^tga-y)=A-A,-J,(D-Dj. 

Quand  on  se  donne  u^,  et  a,  les  seconds  membres  de 
ces  quatre  équations  sont  déterminés.  Lorsqu'en  outre 
on  connaîtra  deux  des  variables  des  premiers  membres 
(à  condition  que  ce  ne  soit  pas  c  et  a?  ou  c  et  /  ou  a?  et  /) 
les  autres  inconnues  seront  faciles  à  déterminer. 

i'^  Si  c  est  une  des  données,  x  et  t  sont  déterminés 
immédiatement  par  les  équations  (2)  et  (3).  L'autre 
donnée  sera  donc  : 

ou  y  et  réquation  (4)  fera  connaître  a  et  l'équation  (i)t; 
ou  a  et  l'équation  (4)  détermine  y  et  l'équation  (i)  t; 
ou  T  et  l'équation  (1)  donne  a  et  l'équation  (4)  y. 

2"^  Si  c  n'est  pas  une  des  données  du  problème,  il 
reste  dix  combinaisons  possibles  dont  l'une  (x  ei  t  don- 
nés) ne  suffit  pas  pour  déterminer  le  problème.  Toutes 
ces  hypothèses  conduisent  à  résoudre  des  problèmes  du 
premier  degré,  à  l'exception  des  données  a  et  j  ou  t  et  j 
qui  conduisent  pour  déterminer  c  à  des  équations  du 
second  degré  : 

yc'-  +  c  tg  a  (D„  —  D)  +  A  —  A„  —  J,  (D  —  D„)  =  o 
yc^  +  c  tg  T  (D„  —  D)  +  A  —  A,  —  J  (D  —  D„),=  o. 
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225.  Cas  OÙ  u,  a  et  c  sont  donnés.  —  Dans  le  cas 
où  on  connaît  les  trois  données  à  l'origine  de  la  tra- 
jectoire, la  solution  des  problèmes  de  tir  est  très  simple 
lorsqu'on  définit  l'autre  extrémité  de  l'arc  par  une  des 
quantités  a,  t,  x  ou  /  et  qu'on  se  propose  de  calculei- 
les  trois  autres. 

Cette  facilité  des  calculs  lient  a  la  façon  simple  dont 
sont  engagées  les  variables  dans  les  équations  du  Tir  de 
plein  fouet  et  qui  est  telle  que  la  connaissance  des  fonc- 
tions balistiques  du  point  cherché  s'obtient  par  de 
simples  additions  ou  soustractions. 

i"  Premier  problème.  —  Trouver  les  cléments  du  point 
dont  r inclinaison  sur  la  branche  descendante  est  cf.. 

Dans  Téqualion  (i)  (224)  faisons  tg  t  =  —  tg  a  ;  il 
viendra 

J-a=  Jo  + 2C  Iga, 

relation  qui  fera  connaître  J_„  et  par  suite,  au  moyen 
de  la  table  balistique,  a_«,  D_^,  S_ç,  et  A_,^. 

2'^  Deuxième  problème.  —  Trouver  les  éléments  du 
sommet. 

Dans  Téquation  (  1)  (224)  faisons  tg  t  :=:  o  ;  on  aura 

Js==  Jo  +  ^tga, 

d'où  on  déduira  u^  et  les  autres  fonctions  balistiques. 
Les  formules  du  n*'  9  permettront  alors  le  calcul  numé- 
rique des  autres  éléments. 

226.  Cas  de  résolution  par  approximation.  — 

Un  second  groupe  de  problèmes  correspond  au  cas  où 

IJAMSTlQLi:.  H) 
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les  inconnues  se  trouvent  engagées  sous  une  forme 
complexe  dans  les  fonctions  balistiques.  Il  faudra 
alors  opérer  par  approximation,  en  partant  d'une 
valeur  approchée  de  l'inconnue ,  obtenue  soit  par  un 
calcul  préliminaire,  soit  par  tout  autre  procédé.  Du 
choix  plus  ou  moins  judicieux  de  cette  valeur  approchée 
dépend  la  longueur  des  calculs  nécessaires  :  dans  cer- 
tains cas,  un  développement  approprié  par  la  série  de 
Taylor  donnera  la  différence  entre  la  valeur  approchée 
et  la  valeur  véritable  ;  dans  d'autres  cas,  des  tâtonnements 
plus  nombreux  seront  nécessaires. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  problèmes 
usuels. 

:>.27.  Troisième  problème.  —  Trouver  r angle  de 
projection  ol,  étant  donnés  Yy,  c  et  la  portée  X. 

Ce  problème  se  présentera  fréquemment  dans  les 
polygones  d'expériences,  quand  on  se  proposera,  avec 
un  canon  déterminé  (\y  et  c  étant  par  suite  connus) 
d'atteindre  une  portée  X,  pour  toucher,  par  exemple, 
des  panneaux  qui  auraient  été  placés  dans  le  voisinage 
de  ce  point.  L'inconnue  est  alors  l'angle  de  projec- 
tion a. 

Or,  à  cause  de  la  façon  dont  a  se  trouve  engagé  dans 
les  équations  du  n""  224,  où  il  figure  dans  la  quantité  </ 
et  aussi  dans  la  constante  u^^  des  fonctions  balistiques, 
de  simples  opérations  d'addition  ou  de  soustraction 
ne  suffiront  plus  pour  résoudre  le  problème  et  on 
est  forcé  d'opérer  par  quelque  méthode  d'approxima- 
lion. 

La  plus  simple  consistera  évidemment  ici  à  faire 
abstraction  tout  d'abord  du  cosinus  dans  les  fonctions 
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balistiques  et  à  écrire,  en  négligeant  ainsi  un  terme  du 
second  ordre  en  t  : 

cX  =  D(i.)  _  D(V„) 

au  lieu  de 

cX  =  D(u,,)— D(uJ 

[JL  est  une  valeur  approchée  de  u,.,. 

i""  Ayant  déterminé  [jl  par  l'équation  immédiatement 
soluble 

D(ix)=cX  +  D(V„)  . 

on  obtiendra  une  valeur  approchée  ol^  de  Tinconnue^a 
en  employant  la  formule  du  n*^  221  : 

■A(j.)-A(VJ 


tg  a,  ==  — 


-  J(v,) 


LD(i.)_D(VJ 

où,  dans  le  deuxième  membre,  tout  est  connu. 

2"  Pour  passer  de  a,  à  a,  posons     ^  =  a,^  -}-  £     et 

cos  a  =  I  —  - — .  On  a  la  relation  rigoureuse  : 

2 

o  =  D(uJ  —  D(ul)  —  D(V,  cos  a)  +  D(VJ 

qui  s'écrit 

o  =  D(^  -  ï)  _  D(fx)  _  D  (V„  -  ^  V„)  +  D(V„). 


Développons  la  fonction  D  par  la  formule  de  ïaylor, 

bornée  a  deux  termes,  en  remarquant  que  —, —  ï=  —  -77  . 
Il  viendra  entre  £  et  a'^  la  relation  : 


2     'JL     F,. 


Vi 


Ai 


L»       ' 


,  328 
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3"  Pour  avoir  une  seconde  relation  entre  a  et  s,  recou- 
rons à  l'équation  qui  donne  ig  a  (221) 


I 

tg  a  =  — 


D. 


0 


L.A'W 


où  on  remplacera  u,.  par   a  —  s)  et  u^^  par  (  V^^ ^0)  - 

11  viendra,  en  développant  les  trois  fonctions  A,  D,  J 
par  la  formule  de  Taylor  et  en  éliminant  e  dont  on  a 
calculé  précédemment  la  valeur  : 


\<ry. 


^'o(jtx  Jq)  1 

L    D    -D.  ^.J 


2       cF„ 

qui  résout  le  problème. 

4"  Mais  on  devra  vérifier  que   Tapproximation  est 
suffisante  en  s'assurant  que  les  deux  équations 


cX  =  D..  —  D. 


et     tg  a 


1  \^M        Ay 


D 


w 


D 


i^onl  bien  satisfaites.  Sinon,  on  devrait  repartir  de  la 
\aleur  de  aainsi  trouvée  comme  nouvelle  approximation 
pour  les  mêmes  calculs. 

'A'iS.  Quatrième  problème.  —  Déterminer  t indice 
airactêristiqiie  cran  projectile  connaissant  \\,,  a,  la  portée 
\  et  la  durée  du  trajet  T. 

On  suppose  qu'on  connaît  une  valeur  approchée  c'  du 
coefficient  balistique  c  =  c'  -{-  Oc.  —  I^e  problème  a 
pour  but  de  rechercher  Oc. 

1"  Les  équations  corrélatives  auxquelles  satisfont  X  et  T 

•'^'^"l  =  (,'  +  ùc)  \  ==  DK)  -  D(«„) 

(r'  +  ôc)  T  =  S>0  —  S((0. 
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Soit  [JL  une  valeur  approchée  de  h„  telle  que  l'on  ait 

D(ix)  =  Do  +  c'\. 

Cette  équation  fait,  au  moyen  de  la  table  balistique, 
connaître  [jl;  on  en  déduit  la  valeur  ï'  de  T  qu'on 
aurait  obtenue  si  ôc  =  o. 

On  a  c'T  =  S(ul^  —  S.,. 

2"  Mais  on  a 

X        D(«J  — D, 

T^S(aJ  — S/ 

Posons  u^  =  ;^  —  £  et  développons  par  la  formule 
de  ïaylor,  il  vient  : 


X_D(î.)-D„_^      s 


'F.  V       il' 


T        S(ia)-S„    '    Te 

3"  D'autre  part,  on  a 

(c'  +  de)  X  =  D(a  —  e)  —  D„ 

d'où  Xôc  =  £  -^  et  par  suite 

'^  '^ 

X_D(;a)-D„   ,     X    Oe  /  X 

ï~  S{ix)— S„"^[xT  c'   V^        T 

ou  bien  : 

C'est  l'équation  cherchée. 

On  doit  remarquer  que  dans  ce  problème  les  données 
sont  surabondantes  ;  en  réalité,  on  ne  s'est  pas  servi  de 
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Thypothèse  que  X  et  T  correspondaient  au  point  de 
chute  ;  le  problème  se  résout  de  la  même  manière 
pour  X  cl  t  correspondant  à  un  point  quelconque  de 
la  trajectoire. 

229.  Exercices.  —  1**  Etant  donnés  Yo,  a  et  X  et  une 
valeur  approchée  de  r,  trouver  le  coefficient  balistique 
exact  ; 

•2"^  Etant  donnés  a,  c  et  X  et  une  valeur  approchée  de  V,;, 
trouver  la  vitesse  initiale  exactTî. 

3°  Etant  donnés  Vq,  c  et  w  (angle  de  chute)  et  une  valeur 
approchée  de  a,  trouver  cet  angle. 


^3.  —   Recherche   du   point  de   chute 

23o.  Équation  du  problème.  —  Le  problème  de 
la  recherche  des  éléments  du  point  de  chute  d'une  tra- 
jectoire, quand  les  données  à  l'origine  V^,  a  et  c  sont 
connues,  est  de  tous  le  plus  important,  non  seulement 
pour  la  préparation  des  tirs  dans  un  polygone  d'expé- 
riences, mais  encore  pour  le  calcul  numérique  des  tables 
de  lir. 

En  faisant  y  =  o  dans  l'équation  de  la  trajectoire, 
nous  avons  trouvé  la  relation  (221)  : 

—  A 

=  qc 


y 


ou 


Do.  —  D, 


7  =  tga  +  4^ 


Cette  relation  lie  les  constantes  du  problème  à  la 
vitesse  horizontale  w„  au  point  de  chute.  A  la  vérité  le 
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second  membre  de  réquation  est  une  quantité  connue  ; 
mais  dans  le  premier  membre,  l'inconnue  se  trouve 
engagée  dans  les  fonctions  Ao,  et  D^. 

Si  on  suppose  u,,  déterminé  par  cette  équation,  les 
autres  formules  du  n**  221  feront  connaître  par  des  opé- 
rations très  simples,  les  éléments  du  point  de  chute, 
c'est-à-dire  X,  T  et  (o. 

Pour  résoudre  Téquation  qui  donne  u^,  on  peut  em- 
ployer deux  méthodes,  qui  sont  les  suivantes  : 

Ao,  —  A 

23 1 .  Fonction  — .  —  Une  solution  très  évi- 

dente  du  problème  consiste  à  dresser  une  fois  pour 

Ao,  ^—  A 
toutes  une  table  de  la  fonction  — .  Ce  serait  une 

De.  —  Do 

table  à  double  entrée,  ayant  pour  arguments  u^  et  u^  et 
qui,  à  l'intersection  de  la  ligne  a,,  et  de  la  colonne  a^, 
donnerait  qc. 

Si  la  table  est  suffisamment  étendue  pour  que  l'inter- 
polation double  y  soit  facile  entre  les  valeurs  successives 
de  u^  et  de  u^^  cette  solution  serait  évidemment  très  pra- 
tique. Mais,  pour  qu'il  en  soit  réellement  ainsi,  une  telle 
table  devrait  avoir  une  étendue  très  considérable  si  on 
veut  éviter  tout  calcul  ultérieur  d'approximation. 

232.  Méthode  par  approximation.  —  On  peut 
résoudre  le  problème  de  la  recherche  fondamentale  de 
u^  en  employant  une  méthode  par  approximation  ana- 
logue à  celles  déjà  utilisées  pour  des  questions  anté- 
rieures. 

Mais,  pour  qu'une  telle  méthode  soit  pratique,  et  ne 
conduise  pas  à  des  tâtonnements  trop  nombreux,  il  est 


'V•■■•^'.('\ 


>y. 


l'I^r 


If; 


L*'v 


332 


LE    TIK    DE    PLEIN    FOUET 


nécessaire  d'opérer  un  choix  judicieux  de  la  valeur  qu'on 
prendra  comme  initiale  et  qui  doit  être  très  approchée 
de  l'inconnue  a„.  Si  cetle  condition  est  réalisée,  une 
formule  simple,  donnée  par  un  développement  de  Tay- 
lor,  permellra  de  passer  de  la  valeur  approchée  à  la 
véritable. 

Une  bonne  valeur  initiale  sera  évidemment  donnée 

A.,  —  A 
par  une  table  de  la  fonction  — supposée  trop 

sommaire  pour  qu'on  puisse  y  faire  une  interpolation 
double  bien  précise.  A  défaut  d'une  telle  table,  on 
[)ourra  employer  le  procédé  suivant. 

233.  Choix  de  la  valeur  approchée  (jl  de  u„.  — 

Prenons  sur  la  trajectoire  le  point  ( —  a)  et  le  point  dont 
r abscisse  est  2X5.  On  remarquera  : 

1°  Que  le  calcul  de  la  vitesse  horizontale  en  ces  points 
est  immédiat  et  se  fera  par  les  formules  très  simples  : 


J—  a  ^  Js 

Dos  =  2D, 


pour  le  premier  point 
pour  le  second  point. 


2°  Que  ces  points  encadrent  forcément  le  point  de 
chute  en  vertu  des  théorèmes  généraux  du  n**  i  ï6. 

3°  Que  l'écart  de  ces  deux  points  au  point  de  chute 
mesure  do  chaque  coté  l'influence  de  la  résistance  de 
l'air  sur  le  projectile,  car  les  trois  points  sont  confon- 
dus dans  le  vide. 

11  est  donc  logique  de  prendre  comme  première  ap- 
proximation de  «^,  une  moyenne,  la  moyenne  arithmé- 


-/ 
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tique  par  exemple,  [à  = —  («_«  -f-  u^s),  des  vitesses 
horizontales  aux  deux  points  considérés. 

234.  Formule  donnant  u^.  —  [*-  étant  ainsi  déter- 
miné, soit  par  la  table  du  n'^  23i  soit  par  le  calcul  pré- 
cédent, posons  u^  =  [jL  -f-  S  et  cherchons  à  déterminer 


la  valeur  de  8,  correction  très  petite,  par  hypothèse. 
Nous  emploierons  le  développement  de  Taylor  on  par- 
tant de  réquation 

=  cq 


D 


ta 


D, 


que  nous  écrirons,  en  introduisant  la  fonction  J^  du 
sommet 

JsD(w„)  —  A(w„)  =  JsDo  —  Ao 
d'où 

JsD(|A  +  S)  —  A([i.  +  ô)  =  J3D0  —  Ao 

équation  d^où  on  déduira  0  par  la  formule  : 


K  J.  -  Js)  L  ' 


Ao  — Js(D;.— Do)] 


On  devra  vérifier  ensuite  que  la  valeur  de  «„  =  [jl  -j-  0 


ainsi  trouvée  satisfait  bien  à  la  relation 


A(,)  XX(| 


D 


Js? 


(•> 


ou  sinon,  partir  de  la  nouvelle  valeur  u,,  pour  calculer 


une  nouvelle  correction  o^. 


235.  Tableau  des  formules  du  sommet  et  du 
point  de  chute.  —  Les  calculs  des  éléments  du  point 
do  chute  ayant  été  faits  par  l'intermédiaire  de  ceux  du 


i'«2 


.  Sf-h 


y.- 
9'' 

'>■■■': 


•<)• 


33.Î 


LE    TIR    DE    PLEIN'  FOUET 


somme  l,  on  réunira  toutes  les  formules  dans  le  tableau 
ci-dessous. 

SOMMET 

Js  =  Jo  -h  c  tg  a 
X  =  I>s  —  D„ 


T  = 


Y,= 


c 

Ss 

—  So 

c 

I 

«2 

[Js(D 

D„)  —  (As  —  A„)] 


J_  a  2  Jg 


POINT    DE    CHUTE 


[^  =   —   («_«  4-    «2s) 


<<w  =   1^  + 


F(!-) 


D.  — Do 


.  [A,.  —  Ao  —  Js(D,.  —  Do)]'. 


T 


Ob)  Of 


tgO)  = 


^4-  —  Propriétés  des  trajectoires  de  plein  fouet 


236.   Génération    des    trajectoires    de    plein 
fouet.  —  Prenons  comme  trajectoire  type  une  trajec- 

I   Vérifier  qu'on  a  bien  Ao)  —  A^  —  JslDoi  —  Dq)  =  o.  Sinon  prendre 
la  valeur  ««  comme  point  de  départ  d'une  deuxième  approximation. 


LES    FORMULES    DU    TIR    DE    PLEIX    FOUET  335 

toire  dont  le  coefficient  balistique  sera  égal  à  l'unité,  et 
dont  Tangle  de  projection  sera  a.  Entre  les  vitesses  hori- 
zontales My  et  u  on  aura  les  relations  suivantes  pour  la 
trajectoire  type  et  une  trajectoire  quelconque. 

TRAJECT.    TYPE       TRAJECT.   QUELCONQUE 

tgT'  =  c(tgT— tga)  =  J,— J 

t'  .=  et                       =  s— So 

x'  z=  ex                     =  D  —  Do 

y  ==  ^'^(j  — xtga)  =r  A  — Ao  — Jo(D  — Do) 

Ces    deux    trajectoires    appartiennent   à   la    famille 
u^  =  const.  et  pour  passer  de  Tune  à  Tautre,  on  em- 
ploiera   la    construction    géomé- 
trique  suivante  :  ^^^^ 

a)  Supposons  construite  la  tra- 
jectoire type  M  {c  =  I,  a  =  o). 

6)  On  en  déduira  la  trajectoire  N 

(c,  a  =  o)    en    multipliant   les 

I  ,  *^    ^* 

abscisses  par  —  et  les  ordonnées 

par  -^.  Le  point  a  de  M  vient  ainsi  en  A  sur  N  [c  =  — 

dans  l'exemple  choisir. 

'  c)  On  construira  la  trajectoire  P  cherchée  (c,  a)  en 
prenant  pour  la  même  abscisse  l'abaissement  DE  égal  à 
rabaissement  CA  de  la  trajectoire  N. 

237.  Théorème  de  l'abaissement  constant.  — 

Ainsi,  toutes  les  trajectoires  issues  d'un  même  point 
sous  des  angles  différents,  ayant  même  coefficient  balis- 
tique c  et  même  vitesse  horizontale  initiale  u^,  sont  telles 


■'  f. 


y.   u 
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fU.> 


([iio  pour  une  même  abscisse,  leur  abaissement  est  cons- 
tant.  Elles  ont,  aux  points  de  même  abscisse,  même 
vitesse  horizontale  a,  même  durée  de  trajet  /,  même 
inclinaison  relative  (tgT  —  ^r  *)• 

Si  on  remarque  que,  dans  le  cas  du  tir  de  plein  fouet 
traite  ici,  la  tangente  ne  diffère  de  l'arc  que  par  un 
terme  du  troisième  ordre  en  t,  négligeable,  par  liypo- 
itièse,  on  pourra  remplacer  les  ordonnées  rectilignes 
(elles  que  EC  par  des  circonférences  de  centre  0  et  de 
rayon  OC  et  dire  que  dans  le  Tir  de  plein  fouet^  les 
trajectoires  ii^  =  const.  tournent  autour  de  l'origine 
comme  pivot ^  comme  si  elles  étaient  des  courbes  rigides. 


)" 

•y    :  ■ 


238.  Tangente  en  un  point  de  la  trajectoire. 

—  Soit  q'\  la  tengentc  au  point  q'  de 

la  trajectoire  fc,  a),  dont  Tinclinai- 

son  est  T  ;  6  l'inclinaison  en  q  de  la 

■  ...     ;^ — œ   tangente  à  la  trajectoire  (c,  o  .  On  a 


^"<^      tlTT 


tga 


tL^e. 


Fig.   70. 


Or  Kci'  =  x  tg  T  et  pp'  =  X  tg  a. 


(/>'v'  +  ^v 


D'où  x^tg  T  —  tg  a) 
-  —  \P'l  +  M)  = 


Kq' 
Kq. 


PP 


On  a  donc  Kq  =x  tg  8,  c'est-à-dire  que  les  tangentes 
à  toutes  les  trajectoires  [c)  aux  points  correspondants  à 
une  même  abscisse  passent  au  même  point  I  de  la  verti- 
cale de  r origine. 

D'ailleurs  la  tangente  en  q  à  la  courbe  [c,  0  se  dé- 
duirait très  simplement  de  la  tangente  à  la  courbe  (1,0) 

par  la  dilatation  de  l'abscisse  dans  le  rapport  —  et  de 

I  ^ 

l'ordonnée  dans  le  rapport— r^. 


LES    FORMULES    DU    TIK    DE    PLEIN    FOL  ET 


337 


239.  Trajectoire  type  unique  des  trajectoires 
de  plein  fouet.  —  D'après  ce  qui  précède  on  a  ramené 
à  un  lype  unique  toutes  les  trajectoires  «,,  =  const. 
Mais  il  est  possible  de  «généraliser  encore  le  mode  de 
dépendance  mutuelle  des  diverses  trajectoires. 

En  effet,  considérons  comme  trajectoire  type  unique 
des  trajectoires  de  plein  fouet  celle  qui  correspond  au 
coefficient  c  =  i  et  à  une  vitesse  u^  égale  à  la  vitesse  L 
arbitra irepient  choisie,  pour  laquelle  s'annulent  par 
hypothèse  les  fonctions  balisticjues.  On  aura,  sur  cette 
trajectoire,  pour  les  équalions  du  n°  :i'à6  : 


tR-''  =  —  J, 


X 


II 


D, 


/"  =  S, 


f  =  A. 


La  trajectoire  type  unique  sera  donc  construite  en 
prenant  pour  abscisses  les  valeurs  de  la  fonction  D  et 
pour  ordonnées  les  valeurs  de  la 
fonction  A. 

Les  trajectoires  type.^  particulières, 
définies  par  une  valeur  de  a„  donnée,   ^ 
s'obtiendront    par   la    propriété    de 
l'abaissement  constant.    Vinsi  en  M, 
où  -la  vitesse   a„  est  déiinie  par  la 
valeur  de  D  en  ce  point,  on  mène 
la  tangente  Ma  telle  que  Ig  t''  =  —  J  ;  puis  on  prend 
yS  =  a^.  Le  point  o  engendre  la  trajectoire  type  (i,  o) 
correspondant  à  la  vitese  u^,.  On  passera  de  celle-ci  à 
une  trajectoire  quelconque  pai*  la  conslruction  du  n''  236. 


240.    Propriétés    de  la   trajectoire    de    plein 
fouet.  —  Si  on  s'éloigne  notablemeni  de  la  légion  1res 
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limitée  aulour  du  "sommet  où  la  trajectoire  de  plein  fouet 
reste  très  voisine  de  la  trajectoire  réelle,  l'hypothèse 
fondamentale  de  ce  tir  '21 3)  n'est  plus  réalisée;  il  est 
intéressant  cependant  d'examiner  sommairement  quelles 
sont  les  propriétés  de  la  courbe  totale  que  représentent 
les  équations  différentielles  du  mouvement  (88)  où 
Thodographe  réel 


di 


f^f" 


cos 


c 


du 


uf:v) 


est  remplacé  par  Thodographe  du  tir  de  plein  fouet 

^T  g      du 


COS"  T 


uF{u}  ' 


F 


Tout  d'abord,  on  démontrerait  comme  au  n"^  1 14  que 

sur  la  trajectoire  de' plein  fouet, 
la  vitesse  horizontale  u  va  cons- 
tamment en  diminuant  dans  le 
sens  des  abscisses  croissant  et  en 
augmentant  en  amont  de  l'ori- 
gine. Dans  ce  dernier  cas,  u  tend 
vers  l'infini,  ainsi  que  v  et  les  propriétés  du  point  Q 
(120)  dépendent,  pour  Tune  et  lautre  trajectoire,  des 
mêmes  fonctions  balistiques  ;  elles  ont  donc  la  même 
forme. 

En  aval  de  l'origine,  u  décroissant  constamment, 
la  résistance  F(«)  diminue.  Donc,  au  lieu  de  tendre  vers 
une  vitesse  limite  finie,  le  projectile  dont  la  résistance 
tend  vers  zéro  se  rapprochera  de  plus  en  plus  de  la  tra- 
jectoire du  vide  ;  au  lieu  d'avoir  une  asymptote  à  dis- 
tance finie,  la  trajectoire  aura  une  branche  descendante 
parabolique,  et  la  vitesse  du  projectile  tendra  vers  oo. 
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D'ailleurs  la  vitesse  v  passera  par  un  minimum  déRni 
par  Té^uation 

cF(u)  -|-  jr  sin  T  cos  t  =  o. 

241.  Théorème.  —  La  trajectoire  de  plein  fouet 
est  au-dessus  de  la  trajectoire  réelle. 

En  effet,  on  a  vu,  qu'aux  termes  en  t^  près,J'hodo- 
graphe  vrai  peut  s'écrire  : 

d'  (j 


COS'T  C 


4>  _|-    4>  -^ <I) 


"    -M  ^2 


du 


ou  en  remplaçant  <ï>  par 


d-z  g      du  I 


cos-T         c    u¥{u)  t'^   /  «F' 

■-t('--f- 

Or,  avec  la  loi  expérimentale  de  la  résistance  de  lair, 

uF^ 
on  a  toujours  -r=;—  >  i  parce  que  l'exposant  de  la  résis- 
tance mise  sous  la  forme  B^u?  est  toujours  >   i   en 
quelque  point  que  ce  soit.  Il  en  résulte  que  le  terme 

1 (  I p-  1  est  toujours  plus  grand  que  1  unité. 

Par  suite,  en  le  remplaçant  par  l'unité,  ce  qui  donne  la 
trajectoire  de  plein  fouet 

d'z  g      du 

cos^T         c    uFfu)  ' 

on  prend  un  coefficient  balistique  trop  faible  et  la  tra- 
jectoire ainsi  obtenue  est  au-dessus  de  la  trajectoire 
réelle,  d'après  le  théorème  du  n*^  129. 
Si  /i  <  I,  la  proposition  serait  inversée. 


•  .     I 
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2^2.  Théorème  de  la  rigidité  de  la  trajec- 
toire. —  La  pratique  usuelle  du  pointage  des  bouches 
à  feu,  soit  à  la  hausse,  soit  au  niveau,  aussi  bien  à  terre 
qu'à  bord  (cas  du  roulis),  est  basée  sur  un  théorème 
dit  de  là  rigidité  de  la  trajectoire  et  qui  s'énonce  ainsi  : 
*S^/  une  trajectoire  a  pour  point  de  chute  le  point  P,  sous 
ranf/lemde  projection  a,  pour  atteindre  un  autre  point  Q 
situé  sur  la  même  verticale  et  tel  que  l'angle  de  site  QOP 

.vo/7   égal  à   s,    //  suffit  de   tirer  avec 
^,^,^l-^^;^:iç    r angle  de  projection  ol  -\- t  [^'S^,. 

La  vitesse   initiale  V,,  est  supposée 

Fiiç.  7).  1'^  même. 

I  Dans  les  limites  du  tir  de  plein  fouet, 

la  droite  VQ  peut  être  confondue  avec  l'arc  de  cercle 
de  centre  0,  à  un  infiniment  petit  du  3°  ordre  près, 
négligeable  par  hypothèse. 

On  a  vu  précédemment  {2'iy)  que  le  théorème  de  la 
rigidité  de  la  trajectoire  était  rigoureux  dans  les  cas  où 
la  vitesse  initiale  horizontale  u^^  reste  constante  pour  les 
différenles  trajectoires,  passant  en  0.  Lorsqu'on  l'ap- 
plique au  cas  de  trajectoires  a^ant  même  vitesse  ini- 
tiale \  j,,  on  commet  donc  une  erreur  du  second  ordre 

/            a-\ 
en  T',  puisqu'on  a  \o  =  Uy  (  i  H J . 

Cherchons  l'expression  de  l'erreur  ainsi  commise. 

y 

Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  Q,  ig  s  =_  -^ 

et  a^  l'angle  de  projection  qui  permet  d'atteindre  le 
point  Q. 

On  a  (223,3°)  : 


\ir  c    1  <r  rt     ■ 


A[u)  —  A(^o) 
LD(a)  —  D(a,) 


J  w 


f,i  ^ 


^^oy 
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Soit  a  l'angle  de  projoclion  qui  permet  d'atteindre  le 
point  P,  tel  que  OP  =  x. 
On  a  : 

ex  =  D«'  —  D(t4) 

u,,  étant  la  vitesse  restante  horizontale,  uj  la  vitesse 
initiale  horizontale. 
On  a  par  hypothèse  : 

D(tt„)  —  D(u;)  =  d(w)  —  D(ao). 

Posons  : 

w«  =  Il  -\r  '^,0.  ot  a;  =  u^^  4-  7^,^. 

La  formule  de  Taylor  donnera  la  relation  : 


u. 


'i« 


D'autre  part,  Tangle  de  projection  a  cjui  correspond 
à  la  portée  x  sera  donné  par  Téquation  (^^21) 

.  \{u  4-  '^t.,)  —  A(Wo  +  ^i«)         ^/      ,       x 


D(a)  —  D(aJ 


équation  qui  s'écrit  : 

==  A(a)— AK) 
D(w)  — D(wJ 


ctga 


j(«o) 


y.a["»o(jo  —  J) 


1 
il 


(M 


En  comparant  avec  la  valeur  de  a^,  on  écrira  : 


tga,  =  %a+lg£  — 7.« 


1/ 


^«oFo 


m 


[_g\ 


^(tgo)— tga)  +  i 


Mais 


w,)  +  n..  =  V„  cos  a. 


^:wTr™ 


d'où  : 
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r,«  =  ^^,  cos  a  —  \,  cos  a^  =  "o  ^^^^^  —  '  j 
=:-^  (tg^a,  —  tg^a)  =  ^  tg£  (tg£  +  9.  tga). 

On  a  donc  ainsi  : 

tga,  =  tga  4,  tg£ 

--tgc(tg£  +  2lga)^:;-    J^(tgco  — tga)+ij. 

Ainsi  donc,  on  a  bien  a,  =  a  +  s  à  im  terme  du 
deuxième  ordre  près. 

Le  facteur  entre  crochets  est   toujours  négatif,  car 

9  2 

'    (tg:w  —  tga)  est  plus  grand  que  -^  tga,  qui  est 


le  rapport  de  la  portée  dans  le  vide  à  la  portée  dans 
l'air  et  qui  est  toujours  plus  grand  que  Funité. 
On  peut  donc  écrire 


a 


Me  (s  +  2a), 


le  facteur  M  étant  positif.  Si  donc,  on  tire  constamment 
avec  l'angle  a.  ==  a  +  s,  on  pourra  former  le  tableau 
suivant  : 


£  >  o  les  coups  sont  courts, 
c  z=  o  —  au  but. 

<  2a  les  coups  sont  longs. 


s  <  o    .   £  =  2a 


/ 


£  >  2a 


—  au  but. 

—  courts. 
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§  5.   —  Formules   différentielles 

243.  Utilité  des  formules  différentielles.  —  H 

est  nécessaire,  dans  beaucoup  de  cas,  de  savoir  calculer 
immédiatement  une  trajectoire  en  partant  d'une  autre 
très  voisine.  La  première  étant  définie  par  les  valeurs  V^, 
a  et  c  des  données  à  l'origine  et  étant  calculée,  par 
hypothèse,  par  les  formules  du  «  tir  de  plein  fouet  », 
la  seconde  sera  définie  par  les  valeurs  V^  +  d\  ,^,  a  +  ôa, 
c  +  àc. 

Un  tel  problème  ne  se  posera  guère  en  pratique  que 
pour  les  différents  éléments  du  point  de  chute  et  quel- 
quefois pour  ceux  du  sommet.  :  la  question  à  résoudre 
consiste  à  calculer,  sans  refaire  à  nouveau  toute  la  série 
des  calculs  de  la  trajectoire  de  plein  fouet,  les  varia- 
tions t^X,  dT,  do)  et  àu^  pour  le  point  de  chute,  ôXg, 
ôTg,  dYg  et  àu^  pour  le  sommet,  qui  correspondent  aux 
petites  variations  dans  les  données  initiales  dV^,  ôx 
et  àc. 

Ces  trois  dernières  quantités  seront,  par  hypothèse, 
très  petites,  et  l'effet  résultant  de  deux  variations 
simultanées  s'obtiendra  par  l'addition  des  effets  de 
chacune. 

Des  problèmes  de  ce  genre  se  poseront  fréquemment, 
en  pratique,  dans  les  polygones  d'expériences,  au  mo- 
ment même  du  tir,  soit  qu'il  s'agisse  de  déplacer  le 
point  de  chute  d'une  petite  quantité,  soit  qu'on  cherche 
à  corriger  une  différence  d'un  lot  de  poudre,  soit  qu'on 
veuille  tenir  compte  des  modifications  atmosphériques 


'■'-x-.-. 


w^:^  '-y) 
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'A- 


m^: 


«1- 

:>■■•.' 


* 


H' 


survenues  le  jour  de  rexpérience  par  rapporl  aux  con- 
ditions normales. 

On  aura  de  même  à  résoudre  sans  cesse  des  pro- 
blèmes analogues  lors  de  la  discussion  des  résultats  d'une 
série  de  tirs  balistiques  établis  en  vue  du  calcul  de  la 
table  de  tir  d'un  canon.  Il  est  nécessaire  évidemment  de 
ramener  d'abord  ces  tirs  à  des  conditions  d'égalité  par- 
faite des  données  initiales,  conditions  qui  ne  sont 
jamais  réalisécfs  qu'à  peu  près  dans  les  expériences  de 
polygone . 

On  appelle  formules  différentielles  celles  qui  permet- 
tent d'effectuer  ces  petites  corrections. 

244.  Rappel  des  formules  du  point  de  chute.  — 

En  mettant  en  évidence,  dans  les  formules  du  n^  221, 
toutes  les  quantités  susceptibles  de  varier,  c'est-à-dire  : 
1  "  les  trois  données  à  l'origine  de  la  trajectoire  a,  V^,  et  c; 
2°  les  quatre  éléments  du  point  de  chute  X,  ï,  tg  o)  et 
w,.,,  nous  écrirons  le  système  suivant  : 


•X  =  D„  —  Dy  ;      c(tg  a  —  tg  w)  =  J« 


Jo  î 


•ï  =  s...  —  So  ;      c(D...  —  dJ  tga = Ac.  —  Ao  — Jo (D„—  Do) 


Or,  la  dernière  équation  ne  comprend,  outre  les 
données  à  l'origine  a,  \y  et  c,  que  la  vitesse  restante 
horizontale  a,,.  En  différentiant  cette  équation  par  rap- 
port à  ces  quatre  quantités,  on  aura  ou,,  en  fonction  de 
(W,„  ôa  et  Or. 

On  différentiera  ensuite  les  trois  autres  par  rapport 
aux  variables  qui  y  figurent  et  qui  sont  au  nombre  de 
cinq  dans  chacune,  savoir  a,  Y^,  c,  a,,  et  [X,  T  ou  to].' 

Remplaçant  ensuite  Ou,,  par  la  valeur  trouvée  d'après 


r 
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la  dernière  équation,  on  obtiendra  les  formules  diffc-    . 
rentielles  cherchées. 

245.  Variations  de  la  vitesse  restante  hori- 
zontale. —  Développons  les  calculs  nécessaires  pour 
trouver  ôa,,. 

On  écrira  : 

,  ,  /  de  ÔD,,  —  ÔD.  Oa 

c(D.  —  Do)  tga     —  +  — ^^ -^  + 


Dh  — D,  tga 

On  a  mis  ôa  au  lieu  de 5 —  ,   parce  que  on  ne 

cos'*  a      ^  ^ 

néglige  ainsi  qu'un  terme  de  3®  ordre  en  a. 

Tenant  compte  des  équations  de  définition  des  fonc- 
tions balistiques  (219)  : 

dA  =  JdD  ;  dD  == ;  ô J  :=  —  </  — ^^ 

il  viendra,  les  termes  semblables  réunis  : 

c  tg  (o     "        =  (De.  —  Do)  tg  a  de 

,    /       ^  D.  —  Do\  Ou, 

+  c(Do.  —  Do)da. 
Mais,  comme  a^  =  \  ^  cos  a,  on  aura  : 
i)a^  =  OV^  cos  a  —  ^'o^^^  *n  ^i 

car  on  peut  écrire  — Vq^^  ^8^  ^^  '^^^  ^^  — ^o^*^  ^'^  "^^ 
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.  à  un  terme  du  3^  ordre  près.  La  formule  à  laquelle  on 
arrive  est  alors  : 


t« 

X    ^ 

tg 

(0      c 

gX       wôtga      I      5Y, 

tg^           ^Fo     V, 

+ 

■    X           r/X  —  ul  ter  a      I 

.     |.   -'- ".  ^               to-a 

_tg(0                        tgCJ                cF,      ^     _ 

ôa. 


Dans  cette  formule,  chaque  ligne  représente  la  varia- 
tion due  à  un  élément  particulier  ôc,  dVj,  ou  ôa. 

On  doit  remarquer  que  la  variation  due  à  da  se  com- 
pose de  deux  termes;  mais  ils  sont  de  grandeur  diffé- 
rente, le  second  étant  du  second  ordre  par  rapport  au 
premier,  à  cause  du  facteur  tg  a  qui  le  multiplie, 

246.  Variations  des  autres  éléments  du  point 
de  chute.  —  On  écrira  pour  les  trois  autres  équations 
du  n"  244  • 

côX  +  Xc^c  =  —  -^  du,,  +  -—  OUy 
ci^T  +  Tàc  = pr-  àu„>  +  ^  Ou, 


c(d(o  — ôa)  +  (tg(o  — tga)dc  =  — -^ôw,+— ^ 


En  portant  dans  ces  équations  la  valeur  trouvée  pour 
ou,,  (245),  on  arrivera  aux  formules  définitives  dont 
l'ensemble  est  renferme  dans  le  tableau  du  n^  247. 
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M: 


o 

o 

d 


a 

QQ 

S 

(M 


c: 
o 

o     Ch 
S  -^ 


e^ 


>  -J 

2  s^ 

H  ç 

•««!  . - 


s 
er 

*^   -C 
O 

3 
r3 


(M  •: 

3 


3 
te 


3 


><1 

H 
C 


v: 

C 
H 


n: 


+ 


+ 


X 


3 
fco 


^ 


=>      H- 


;> 


+ 


^  I 


3 


+ 


><1 


se 
H- 


ce 

O 


/T5 


H 

3 


U 


C 


8 


3 
te 


+ 


s      L 


+ 


/D 


ta 


-"    >^ 


3 
iiD 


+ 
3 
te 


^ 


3 


O 


12      "i  s 


+ 


o       •    I  "^ 
2     '^      tD 


-h 


•r. 


'-,. 


—  I  — 


ro 


M  I  3 


X 


3 


'      O 

•  I        " 

i 

I  t 

■r. 


^71) 


3  AS  Li:    TIR    DE    PLEn     FOL  ET 


248.  Formules  différentielles  du  sommet.  — 

On  appliquera  une   méthode  tout  à  fait  analogue  en 
partant  des  équations  du  sommet  (220)  : 

r  tg  a  =  Js  —  J,„        c\  =  Ds  —  Dy, 

c  1\  =  Ss  —  So,        c'^ ,  =  J,  (Ds—  D„)  —  (As  —  Ao). 

Ainsi,  on  différentiera  la  première  de  la  manière  sui- 
\ante  : 

tg  aOc  +  cd.  = 1_  Oa,  +  -4^  0«„ 


"S--  s  **o"-  0 


re  qui  en  tenant  compte  de  la  valeur  de 

Oa„  =  ^\^^  cos  a  —  V^Oa  tg  a 

donne  : 
I      OMc  I  Oc  I      d\ 


tga  '  " 


-r  +  -7û-  *g^)  ^a- 


J^]l   ainsi  des  autres,  de    sorte  qu'on  pourra   écrire 
Tensenible  des  fornmles  du  tableau  du  n^  249. 
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25o.  Remarques  sur  les  formules  différen- 
tielles du  point  de  chute. 

i**  Variation  ôV^.  —  a)  Le  facteur 

est  toujours  positif. 

Si  g\  <  Uj  l*^  a,  comme  tg  to  est  négatif,  la  propo- 
sition est  démontrée  :  c'est  le  cas  où  la  portée  X  dans 
Tair  est  inférieure  h  la  moitié  de  celle  du  vide. 

Si,  au  contraire  (j\  >  a]  tg  a,  je  dis  que  le  quo- 

r/X  —  a-,  tg  a  .  , 

tient -, ,  en  y  prenant  tg  (o  en  valeur  abso- 

W5tg(o 

lue,  est  <  I . 

Posons  en  effet  : 

f/X  —  u]  tg  a  <  ul  tg  to 

d'où  : 

rj\  <  iï]  (tg  a  +  tg  w) 

2  Ma     {^    Cf. 

ce  qui  est  toujours  vrai,  puisqu'on  a  X  < ^^^  ,  le 

2®  membre  étant  la  portée  dans  le  vide  et  to  étant  >  a. 
Ainsi  donc,  à  une  variation  positive  de  la  vitesse  ini- 
tiale correspond  toujours  une  variation  de  portée  posi- 
tive. 

b)  On  ne  peut  aiïirmer  que  le  facteur  (i-\ Z)  qui 

figure  dans  l'expression  de  ôT,  ni  le  facteur  (  i  -j-  (  —  )  Z 

qui  figure  dans  l'expression  de  ôw  restent  constamment 
positifs,  quand  la  portée  est  inférieure  à  la  moitié  de 
celle  du  vide. 
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Ainsi  donc,  il  peut  se  faire  que  la  durée  du  trajet 
diminue  quand  la  vitesse  initiale  augmente. 

c)  La  vitesse  restante  horizontale  u„  diminue  quand 
Y,j  croît,  lorsque  la  portée  est  plus  petite  que  la  moitié 
de  la  portée  dans  le  vide  :  elle  croît  avec  Y^,  dans  le  cas 
contraire. 

1^  Variation  ôol,  —  a)  Quand  Oa  varie,  il  n'y  a  d'am- 
biguïté possible  que  sur  le  signe  de  ôw.  Mais  il  est  aisé 

de  voir  qu'en  valeur  absolue  le  facteur  ^^  est  >  . . 

U      tu'  OJ  .7 

(]ar  la  quantité  —^^—^ —  représente  la  moitié  de  la  por- 

léc  obtenue  en  considérant  la  trajectoire  du  vide  oscu- 
lalrice  au  point  de  chute  de  la  trajectoire  dans  Tair.  Or, 
d'après  un  théorème  connu  (i3i)  cette  trajectoire  du 
\ide  ne  coupe  plus  la  trajectoire  atmosphérique  en 
aucun  point  réel  en  dehors  des  trois  points  réunis  au 
|)oint  de  chute. 

Comme  cette  trajectoire  du  vide  est  au-dessous  de  la 

trajectoire  dans  Tair,  on  a  -^^^—^ — - —  <  X  et  par  suite 
r/X  ^ 

>  2. 

/4  tg  tô 

Uangle  de  chute  augmente  donc  toujours  avec  l'angle 
de  projection. 

b)  On  a  supposé,  dans  les  démonstra lions,  que  le 
sçcond  terme  qui  entre  dans  la  variation  da,  c'est-à-dire 

I  -| ^  Z)  —^  tg  a  était  du  second  ordre  par  rap- 
port au  premier,  conformément  aux  hypothèses  du  tir 
do  plein  fouet.  Par  exemple,  il  ne  serait  pas  correct  de 


»:>; 


»  V  r    ' 
5*»,   -! 


1V 
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ÔX 

chercher  Tangle  de  portée  maximum,  en  annulant  -— 
par  la  formule 

— +  (.+Z)^tg«  =  o; 

cette  formule,  pour  cette  application,  n'a  aucun  sens. 

c)  La  vitesse  restante  horizontale  diminue  toujours 
quand  a  augmente. 

'^^  Variation  ôc.  —  a)  Quand  ôc  est  positif,  les  varia- 
tions apportée  ôX  ^Xàe  vitesse  restante  horizontale^  sont 
négatives. 

b)  Quand  de  est  positif,  ôT  est  positif  ou  négatif  sui- 

X     t^^  ot 
vant  que  T  est  plus  grand  ou  plus  petit  que — — 

De  même,  il  peut  y  avoir  ambiguïté  pour  le  signe  de  ôto. 


CHAPITRE   X 

FORMES  DIVERSES   DES  ÉQUATIONS 
DU  TIR   DE   PLEIN   FOUET 

§   I.  —  Les   trajectoires  de   Siacci 

25 1.  Définition  de  ces  trajectoires.  —  C'est  le 
colonel  Siacci  qui  a  introduit  les  fonctions  balistiques 
du  premier  terme,  J,  S,  D  et  A  dans  la  «  théorie  du 
lir  de  plein  fouet  w  et  a  pu,  par  cette  méthode,  inté- 
grer, le  premier,  les  équations  du  mouvement  en  lais- 
sant arbitraire  la  fonction  F(t').  Mais  la  solution  qui 
est,  en  général,  connue  sous  son  nom,  n'est  pas  pré- 
sentée, dans  les  Traités  de  Balistique,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait,  c'est-à-dire,  sous  la  forme  explicite  du 
premier  terme  d'une  série. 

Voici  comment  on  peut  traiter  le  problème,  en  géné- 
ralisant les  raisonnements  de  Siacci  :  étant  données  les 
([ualre  équations  du  mouvement 


du  j  j  ir     (h  " 

•^  Cvh[v)  (J  cos-T 

,  Il     (h  J  u^  d't 

^"  =  — t:^::^:'  ^^7  =  — -tg'^ 


(J    COS'T  y  COS"T 

on  remarquera  que  les  trois  dernières  ne  renferment 


20. 


^ 
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dans  leurs  seconds  membres'  que  a,  tg  t  et  sa  dérivée 
— ^ .  Donc,  pour  pouvoir  intégrer  immédiatement  ces 

COS^T 

trois  équations  et  résoudre  le  problème,  il  serait  néces- 
saire et  suffisant  que  Thodographe  donnât  justement 
l'expression  de  tg  t  en  fonction  de  u  (210).  Voyons 
donc  au  prix  de  quelle  altération  systématique  et 
moyennant  quelle  approximation,  on  pourra  arriver  à 
ce  résultat. 

On  écrira  Thodographe,  d'une  manière  identique 

d'z  g  du 


ucostF  ( ) 

VrosT/ 


COS"  T  C 

7/ r.osT  h 

Vcos 


et,  pour  rendre  le  deuxième  membre  fonction  de  u  seul, 
on  remplacera,  par  des  constantes  convenablement 
choisies,  les  deux  cosinus  qui  figurent  au  dénominateur. 
Le  premier  étant  remplacé  par  cos  A  et  le  deuxième 
par  cos  jjL,  on  aura  : 

d'z  g  du 

COS"^  T     •     c  cos  A       ,^  /      M     \ 

al[ ) 

\COS  |JL  ' 

Posant  ensuite   c   = ,   on  prendra   o-  comme 

COS  jjL  '■ 

variable  et  les  équations  différentielles  du  mouvement 
seront  les  suivantes  : 


d'z              g          di 

dx 

(7^       d'z 

cos-  T           C  COS  X  0"  F(O')  ' 

COS"^  |JL 

g  cos"*  T  ' 

dt                 (T      d' 

• 

cos  [JL              g  cos"^  T  ' 

dy 

COS^fJL 

(T^               d'z 
g    ^     cos^  'z 
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252.   Formules  générales  de   Siaeci.   —  Ces 

équations  s'intègrent  immédiatement  comme  les  équa- 
tions du  tir  de  plein  fouet  (219)  et  donnent  le  système 
suivant  : 

tgT=tga+-2 — --;    x= Ç(D  — Do); 

CCOSÀ  CCOSÀ^  ^^  ' 

__   COS  |A  COSV    r  /  NT 

La  variable  o-  des  quatre  fonctions  balistiques  est 
telle  que 

u 

0"  =  . 

COSfJL 

Ce  sont  là  les  trajectoires  les  plus  générales  de  Siacci, 
avec  leurs  deux  coefficients  cos  X  et  cos  ui. 
On  aura  : 


Au  point  de  chute  ,        et 


tgco  =  tga  +  ^      ^ 


c  cos  X 


T  = 


X=: 


COS  UL 


S. 


COS" 


'      c  COS  X 

Do.  — D. 


î^ 


c  cos  X 


p.  _T^  =Jo+ccosÀtga 


o 


tga 


au  sommet  : 

Jq Js 


c  COS  A 


g  ==  COS  UL   =-^ 

'     C  cos  À 

Xs=  cos-  UL  — ^ ^ 

'     c  cos  A 
Y.^Xgtga  — 

COS^jJL 

c^cos^X  [  As— Ao— Jo(D, 


-Do)J 


253.  Trajectoires  limites.  —  Rien   n'indique,  a 
priori,  quelles  valeurs  on  doit  attribuer  à  cos  X  et  à  cos  ul 
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dans  les  équations  ci-dessus  et  pour  rechercher  ces 
valeurs  il  est  clair  qu'il  sera  nécessaire  de  recourir  à  une 
théorie  plus  complète,  qui  consistera  à  rechercher  l'ex- 
pression du  second  terme  ainsi  que  nous  le  ferons  plus 
loin  (Ch.  xi). 

Tout  ce  qu'on  peut  dire,  a  priori,  c'est  que  si  on  con- 
sidère la  trajectoire  entière,  cos  X  et  cos  [jl  ne  peuvent 
varier  qu'entre  i  et  cos  to,  valeurs  qui  correspondent 
aux  limites  extrêmes  des  variations  de  t,  de  o  au  som- 
met, à  (1)  au  point  de  chute. 

i"  Trajectoire  minimum,  —  Dans  les  équations  du 
mouvement,  l'hodographe  seul  a  été  altéré  (aSi)  et  on 
Ta  écrit  : 

di  g  du 

cos^  T        c         -     T-.  /    w    ^ 
cos  A  ub  I 

VCOS  [JLy 

au  lieu  de 

d'z  (j  du 

cos''  T         c             1^  /    w    \ 
cos  T  ur     ) 

VcOS  T/ 

a)  Si  on  prend  cos  A  =  i ,  on  aura  cos  X  =  q^  cos  t, 
q^  étant  un  coefficient  variable,  mais  toujours  plus  grand 
que  I. 

6)  Si  on  prend  cos  \k  ==  cos  w,  on  aura  : 


F(-^)  > 

^COS  O), 


F(jf-) 

\COS  T/ 


c'est-à-dire  FI )  =  r/.,  F   ) ,  ^/.,  étant  un  coeffl- 

\C0S[JL/  ^^        \COS  T/ 

cient  plus  grand  que  i . 
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Donc 

c  cos  A  M  F  ( )  =  q.qx  cos  t  uF  ( | . 

\cos  [JL/         '^^^  Vcost/ 

L'altération  qu'on  fait  subir  à  Thodographe  revient 
donc  à  multiplier  le  coefficient  balistique  c  par  un  pro*- 
duit  q^q.^  qui  est  plus  grand  que  l'unité. 

Donc,  d'après  un  théorème  général  (129),  la  trajec- 
toire modifiée  est  au-dessous  de  la  trajectoire  réelle. 
Elle  représente  la  trajectoire  minimum. 

^ous  la  désignerons  par  trajectoire  \  ' 

^         ,        ^  ^  )    cos  1^.  =  cos  (1) . 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  trajectoire  ne 
reste  pas  constamment  au-dessous  de  la  trajectoire  véri- 
table, car  on  peut  répéter  sur  celle-ci  la  démonstration 
du  n'^  240  et  montrer  qu'elle  a  une  branche  descendante 
de  forme  parabolique  qui  coupe  forcément  la  trajectoire 
vraie,  mais  en  un  point  en  aval  du  point  de  chute. 

2"  Trajectoire  maximum.  —  On  démontrerait  exac- 
tement par  le  même  procédé,  qu'on  remplace  le  coeffi- 
cient balistique  c  de  la  véritable  trajectoire  par  un  autre 
plus  faible,  et  par  suite  qu'on  a  une  trajectoire  maxi- 
mum en  considérant  celle  qui  est  désignée  par  la  nota- 

i  cos  A  =  cos  (O 
tion  ; 

f   cos   [JL  =   I  . 

Mais  nous  avons  démontré  de  plus  (241)  que,  avec 
la  fonction  F  (y)  expérimentale,  la  trajectoire  de  plein  fouet 

du  Chapitre  ix,  désimée  par  la  notation  )  ^^^  ^ 

était  aussi  une  trajectoire  maximum. 

254.  Différence  entre  deux  trajectoires  de 
Siacci-   —  Toutes  les  trajectoires  de  Siacci  forment 
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un  faisceau  limité  par  les  trajectoires  ci-dessus  définies 
et  à  l'intérieur  duquel,  dans  une  position  inconnue  se 

trouve  la  trajectoire  véri- 

a  c>*^-v -^p^u  table.    Il     est    d'ailleurs 

M      ..  évident    que    toutes    ces 

trajectoires    ne    diffèrent 
que  par  un  terme  du  troi- 
'  sième  ordre  en  t,  car  le 
Fîg.  74.  développement   de   cos  A 

et  de  cos  |jl  se  ferait  d'une 
manière  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  a  été  employée 
au  n*^  214. 

Proposons-nous  de  chercher  la  différence  entre  une 

trajectoire  quelconque  de  Siacci  )  '  et  la  trajectoire 

J  ^  ^  )  cos  a  «^ 

f  --  ■  ' 

\  cos  y        ■  T 

de  plein  fouet  \  '  étudiée  au  chapitre  précé- 

^  '  cos  jjL  =  I  r         r 

dent. 

Nous  n'examinerons  que  le  point  de  chute  ;  le  calcul 
est  assez  analogue  à  celui  du  n'^  245  pour  l'établisse- 
ment des  formules  différentielles. 

Soit  a,,  la  vitesse  restante  horizontale  de  la  trajec- 

toire  \  '  ,  vitesse  qui  satisfait  à  la  relation 

f    cos  [JL  =    I  ^ 

A(u...)  —  A(Ko)  _     .    X    , 

Soit  d'autre  part  w,,  +  0  la  vitesse  restante  de  la  trajec- 
toire ]  \  On  prendra 

f    cos  UL  ^ 

cos  À  ==  I et       cos  a  =  I  —  ^— 

2  '  2 


I 
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d'où 


COS  [JL  \  2 


La  formule  du  n^  2 Sa  devient  alors  : 
D  f  Wo.  +  2  +  ^^  w,.  j  —  D  Uy  +  ^  u^ 


+  di  — 


X 


7)tB-- 


Développanl  cette  équation  par  la  formule  de  Taylor, 
on  obtiendra  une  relation  entre  0,  [jl^  et  a^  Soit  0  dési- 
gné maintenant  par  A^  u,.,.  On  trouve  : 


4  \^ 

"       'JL    ""l»    


2  r- 


F,,  fi5  tg  a  —  ^X 


uFo 


«0,  tg  0) 


—  "c, 


X^jgacF^ 

1>.    tgO)    w„ 


Pour  un  autre  élément,  X  par  exemple,  on  écrira  : 


A-^X  = 


j.^, 


v- 


D    Wo.+  0+^u,.)— D(«o+— «0 


'JL 


2 


—  4  (D(«„)  —  D(u„)J 


:i.r 


et  comme  0  est  connu,  on  aura  A'  X  en  fonction  de  \ 
et  de  [JL. 

On  arrive  ainsi  au  système  des  formules  suivantes, 
en  introduisant  dans  les   équations  la   fonction  ('^-^7) 


Z  = 


(jX  —  M^  tg  g 
ii\  tg  (0 


1 


:..' 


p»^ 


m^. 


^ 
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I —       ■) 


U 


\-f 


2CR 


(i  +  Z)-X 


tg^A 


I-f 


tga 


tgw_, 


+ 


2     cF 


0  L- 


2 


^■^  ^X  tga 


^i«... 


_    tg> 


u 


b) 


M?  F 


.U«tg(0 

-jfX  tg  a 


+  T 


+  -  -  V    ~  uj  rw 


2      LWotgW 

tgOv  tgg  cF,. 

2      tgW    U„, 


tgw  +  tffa 


•;.i  -• 


Dans  les  termes  de  droite,  on  reconnaît  les  formules 

de                                           I 
du  n^  247,  - —  étant  remplacé  par tg^  A. 

Ainsi,  par  exemple,  Tétendue  en  portée  du  faisceau 

des  trajectoires  de  Siacci  entre  la  trajectoire  minimum 

(  cos  A  =  I  ^  1     ^     •    X  •  •  1  cos  )v  =  i 

]v  et  la  trajectoire  maximum 

f  cos  [JL  =  cos  (u  "^ 

est  donnée  par  la  formule  : 


cos  u 


».   / 


a;;X  =  tg^  0) 


u: 


2CF, 


(H-Z)-X 


I.» 


255.  Valeurs  diverses  admises  pour  cos).  et 
pour,  cos  u..  —  Suivant  les  auteurs,  diverses  valeurs 
ont  été  admises  pour  les  valeurs  de  cos  X  et  de  cos  jjl 
qu'il  convient  de  porter  dans  Téquation  du  n°  sSa  ; 
comme  on  Fa  dit,  une  détermination  précise  exige  une 
seconde  approximation  du  problème. 

1"  Siacci,  dans  le  premier  exposé  qu'il  donne  de  sa 
méthode,  choisit  tout  d'abord  cos  X  =  cos  [jl  .=  cos  a 

2'  Plus  tard,  en  vue  de  faire  coïncider  dans  un  cas 


l'y 
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particulier,  les  trajectoires  du  n^  aSs  avec  des  trajec-' 
toires  que  Texpérience  vérifiait  (274),  Siacci  choisit 


cos  ui 


cosa 


et 


cos 


X  = 


COS'  a. 


Les  formules  du  point  de  chute  deviennent  alors 


lgw  = 

-tga 

+ 

I 

COS'*  a 

T  — 

I 
cos  a 

So> 

c 

-So 

X  — 

c 

I>o 

X^li)              ~ 

-Ao 

-  .T 

-J 

c 

1 

Jq  ' *^w 


'w 


a 


La  variable  dans  ces  équations  est  o-  ■= 
est  désignée  par  Siacci  sous  le  nom  de 
pseudo-vitesse;  c'est  la  projection  MP  de 
la  vitesse  v  sur  la  tangente  à  l'origine  de 
la  trajectoire,  parallèlement  à  Taxe  des  y, 

3"^  Didion^  pour  un  cas  particulier,  et 
Mayewski^  pour  le  cas  général,  prennent 

I 

cos  A  =  COS  UL  =   — , 


Elle 


Fig.  7.5. 


m 


m  étant  une  quantité  (rapport  de  l'arc  à   sa  projection 
dans  le  vide  (18))  dont  la  valeur  est 


g.,(a)  —  g,(t,.) 
m  =     ^^  ' .  ^^    '        avec 


t^  a  —  tg  w 


d". 


cos 


:i^ 


L'expression  de  m  est  une  moyenne  entre  les  difTé- 


UAMSTIQUi. 


'^.I 
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renies  valeurs  de  cost,  depuis  a  jusqu'à  w.  D'après  le 
développement  de  Ç^(t)  en  série  (i6o)  on  a  : 

t^-a  +  Iga  tg(o  H-  tg'^to 

m  =  i  -] — ^^^ — j^ — 

6 

4"  D'après  ce  qui  a  été  démontré  précédemment,  on 
obtiendrait  une  trajectoire  intermédiaire  entre  la  tra- 

iccloire  maximum  \  '  et  la  trajectoire  mini- 

•'  (  COS  |JL  =   I  J 

(   COS  A  =   I  1*1  ^     •      .    • 

muni  i  en    adoptant    une    traiectoue 

f    COS  U  ==  COS  (0  ^  •' 

i 

^  COS  A  =   I  . 

)  COS  |JL  =  COS  a. 

Mais,  dans  le  problème  insoluble^du  choix  a  priori 
du  coefficient  convenable,  on  ne  doit   pas  perdre  de 
-vue  les  deux  points  suivants  : 

a  Le  choix  de  ce  coefficient  n'inllue  que  sur  le 
second  terme  de  la  série  qui  est  du  troisième  ordre  ; 
sitôt  que  ce  terme  deviendra  notable,  on  sera  obligé  de 
lui  en  adjoindre  un  autre,  du  même  ordre  de  grandeur, 
destiné  à  tenir  compte  de  la  variation  de  la  densité  de 
Tair  avec  l'altitude  (4  •  Or  ce  terme  a  pour  effet  d'agir  ' 
en  sens  inverse  du  premier  en  diminuant  le  coefficient 
balistique;  il  tendra  donc  à  rapprocher  cos  |jl  de  l'unité. 

//  Sitôt  que  le  deuxième  terme  de  la  série  devient 
important,  on  sort  de  la  région  où  les  formules  simples 
du  tir  de  plein  fouet  sont  applicables  et  il  devient 
nécessaire  de  calculer  le  second  terme  de  la  série  par 
des  formules  plus  compliquées. 

Pour  ces  raisons,  le  choix  de  la  trajectoire  de  plein 
fouet  la  plus  simple  (cos  A  =  cos  a  =  ij  qui  conduit 
aux  équations  du  n"  219,  s'impose. 
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256.  Trajectoire  où  v  est  la  variable  indépen- 
dante. —  On  peut  se  demander  si  la  trajectoire  répon- 
dant aux  équations  du  tir  de  plein  fouet  (219;,  mais  où, 
au  lieu  de  a,  on  prendrait  pour  variable  indépendante 
la  vitesse  v  elle-même,  fait  partie  du  «groupe  des  tra- 
jectoires de  Siacci. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'il  n'en  est  rien.  En  efl^t,  on 
peut  obtenir  ces  équations  en  partant  de  Thodographe 
écrit  de  la  manière  suivante,  à  un  terme  en  t'^  près. 

(t       (Iv  V      .         ,  fh 


Ï-y ,  -  \^  sin  T  ({"z  —         ., 

M'  CV  COS-T 

On  obtiendra  les  équations  du  tir  de  plein  fouet  avec 
la  variable  r,  en  écrivant 

il      (Iv  (h 

'.  e    vY  V'         cos'^T 

et  en  négligeant  par  suite  un  terme  -— -  siuT  th  qui  est 
du  second  ordre  en  t. 

Pour  qu'on  ne  négligeât  qu'un  terme  du  troisième 

ordre,  il  faudrait  donc  cfiie  — ^  fut  une  quantité  très 

petite,  de  l'ordre  de  grandeur  de  t,  ce  que  nous  n'avons 
pas  supposé  2i3\  Cette  hypothèse  rentre,  en  effet, 
dans  un  autre  problème.  77/*  leadii  à  grande  vitesse^ 
Chap.  xni. 

207.  Formules  de  Sladen.  —  On  trouve,  dans 
quelques  Traités  de  Balistique,  des  formules  dites  par- 
fois «  de  Sladen  »  qui  sont  d'ailleurs  la  généralisation 
de  formules  employées  depuis  longtemps  par  les  balis- 
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ticiens  du  xviii®  siècle,  dans  des  cas  particuliers.  On 
les  établit  comme  il  suit  : 

Si  on  considère  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement sous  la  forme  (86) 

d'oc  d~Y 

-^  =  —  cF(y)  cos  T  ;       -^  =  —  g  —  cF(y)  sin  t. 

la  première  se  réduit  à 

^  =  -  cFiv) 
dt  ^  ^ 

dans  le  cas  où  cos  t  est  voisin  de  Tunilé,  car  la  vitesse 
se  projette  en  vraie  grandeur  sur  Taxe  des  x\  il  en  est 
de  même  de  la  résistance  de  l'air. 
La  seconde  se  réduit  à 

d'y 

quand,  par  suite  de  la  petitesse  du  facteur  sin  t,  le  terme 
cF  siuT,  projection  de  la  résistance  sur  Taxe  des  j, 
devient  négligeable  devant  g, 

Los  deux  mouvements  sont  ainsi  indépendants  Tun 
de  l'autre  et,  intégrés,  ces  équations  donnent  : 

X  = ,  V  sin  T  =  Vq  sin  a  —  gl 

11  y  a  ainsi  un  mélange,  le  plus  souvent  peu  correct,    . 
des  deux  cas-limites  du  problème  balistique,  la  colonne 


FORMES  DES  ÉQUATIONS  DU   TIR  DE   PLEIN   FOUET       365 

de  gauche  représentant  le  mouvement  rectiligne  ^  ==  o 
et  la  colonne  de  droite  représentant  le  mouvement  dans 
le  vide,  cF  =  o. 

Mais,    voyons  à  quelles    hypothèses    correspondent 
réellement  ces  formules.  L^équation  en  x  s'écrit  : 


^       , =  cF(v)  COST 


ou 


dt 


du  ,        dx  ^ 

cos  T  ^ V  sm  T  —7-  =  —  cb  COS  T 

dt  dt 


ou  encore  à  un  terme  du  troisième  ordre  près. 

du 


dt 


=  —  cF  —  5^  sin  T. 


Pour  qu'on  puisse  négliger  le  terme  ^  siuT  devant 
cF,  il  faut  que  g  sinx  soit  très  petit  par  rapport  à  c¥. 
Dans  l'autre  équation 

^p-  =  -i,-cFs,nT, 

pour  qu'on  puisse  négliger  le  second  terme  du  deuxième 
membre,  il  faut  que  cF  sin  t  soit  très  petit  par  rapport 
à  g.  Ce  sont  là  des  conditions  contradictoires  en  géné- 
ral, hors  le  cas  d'une  extrême  petitesse  de  sin  t. 

Les  formules  de  Sladen  ne  sont  donc  applicables  que 
dans  l'hypothèse  où  on  a  vérifié,  sur  toute  l'étendue  de 
j  la  trajectoire  :  i""  que  g  siuT  est  négligeable  devant  cF  y\ 

2'^  que  cF  sini  est  négligeable  devant  g. 


sm 
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On  aurait  alors  : 
Somme  I, 


\  ^  sin  a 


^  s 

if 

\ 

v„ 

T 

■*  s 

sin  a  — 

Ss 

s. 

+ 

cT, 

\ 

D, 

i 

D„ 

-i/Tf 


Poinl  de  chule. 

T                  0  ^^n  ot  „, 

=  2  — =21. 

9 

\ ,.,  sin  (o  =  —  \  j,  sin  a 

Sw  =  So  +  cT  =  2Ss  — S„ 
X  ^  Do  —  Dp 


§  2. 


—  L 


ES    i(>>c:ti()>s    secondaires 


258.  Définition.  —  Les  équations  du  tir  de  plein 
fouet,  soit  sous  la  forme  donnée  au  Cliapitre  ix,  soit 
sous  la  forme  donnée  au  paragraphe  précédent,  per- 
mettent la  résolution,  plus  ou  moins  directe  et  facile 
•des  problèmes  de  tir  par  les  méthodes  exposées  aux  |  2 
ot  3  et  au  moyen  de  tables  à  simple  enirée  des  fonctions 
balistiques  de  Siacci  J,  S,  D  et  A. 

Mais,  on  peut  donner  à  la  solution  des  problèmes  de 
tir  le  maximum  de  simplicité  qu'elle  comporte,  par 
l'emploi  de  tables  à  double  entrée,  calculées  d'avance  et 
auxquelles  nous  donnons  le  nom  frénéral  de  fonctions 
secondaires.  De  telles  tables,  indiquées  d'abord  par 
Didion  dans  un  cas  particulier,  puis  par  Siacci  dans 
le  cas  général  ont  été  calculées  par  différents  auteurs, 
Bracciaïini,  Parodi,  de  la  Llave,  etc.  Nous  donnerons 
ici  la  théorie  [»énéra]e  de  ces  tables. 

259.  Première  espèce  de  fonctions  secondaires 

/uo,  u).  —  Nous  avons  rencontré  un  problème  (calcul 


_  j 
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de  \,  connaissant  V^,  a,  ol  c)  (aSi)  où  une  table  à  double 

A ,  —  A 

entrée  de  la  fonction  — —  des  deux  variables  ii^  et 

D«  — Do 

M,.,  aurait  permis  la  solution  immédiate  du  problème. 
On  peut  généraliser  la  solution  ;  écrivons  à  cet  effet  les 
équations  du  tir  de  plein  fouet  (219)  de  la  manière 
suivante,  pour  un  point  cpjelconque  de  la  trajectoire. 

c  (t o-  T  —  tg  a)  =  J^  —  J  =  igj(Mo,  u) 

cx  =  jy  —  Do  =  ^©d(Wo,  «) 

c/  =  S   —  So  =  Ss('*a^  ^0 

Si  donc  on  a  calculé  les  tables  des  quatre  fonctions 
^,11  '^^^>i  -Ssi  -Sa,  dont  on  a  l'expression  en  fonction 
des  quatre  fonctions  J,  D,  S  et  A,  on  pourra  facile- 
ment résoudre  les  problèmes  de  tir. 

\insi,  en  faisant  j  =z  o,  dans  la  dernière,  la  fonc- 
tion iSxi^i^-)  ^h>)  se  raj)portera  au  point  de  cbute;  de 
même  la  première  en  y  faisant  'z  =.  o  se  rapportera  au 
soimnet 

En  réalité  la  dernière  table,  celle  de  la  fonction  iS^ 

ou  celle  de  la  fonction  — ]  est  la  seule  crui  serait 

D.  — Do/  * 

utile  ;  car  les  autres  éléments  sont  donnés  par  des  for- 
mules extrêmement  simples.  D'autre  part,  à  moins 
d'avoir  une  étendue  considérable,  les  tables  des  fonc- 
tions secondaires  obligent  à  une  interpolation  double, 
opéiation  qui  n'est  point  toujours  suffisamment  pré- 
cise. 
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260.  Seconde  espèce  de  fonction^  secondaires 

(uo,  ex).  —  Une  fois  les  tables  précédentes  calculées 
avec  leur  double  argument  u^  et  w,  il  est  possible  d'en 
déduire  d'autres  tables  à  double  entrée,  donnant 
d'autres  fonctions  secondaires  ;  on  peut  prendre  en 
effet,  comme  variable  dans  Sj,  iË^  etc.,  au  lieu  de  a, 
une  des  quantités  du  premier  membre,  et  on  aura  ainsi 
quatre  nouvelles  espèces  de  fonctions  balistiques  ayant 
comme  variables  u^^  et  c  (tgT  —  tg  a),  a^  et  ex,  11^  et  c/. 


,,^etc(tga-|) 


Fig.  76. 


Cette  opération  revient  simplement  à  un  changement 

d'argument  :  on  construira  par  exemple 
les  courbes  de  ex  en  fonction  de  u^  et 
a,  pour  des  valeurs  de  ex  en  progres- 
sion arithmétique  ;  on  les  coupera  par 
une  parallèle  à  l'axe  des  11  et  ce  sont 
les  valeurs  de  u  ainsi  trouvées  qui 
figureront  dans  la  table  ayant  maintenant  comme  argu- 
ment u^  et  ex. 

En  pratique,  parmi  les  quatre  espèces  de  fonctions 
secondaires  qu'on  peut  considérer,  la  seule  qui  ait 
donné  lieu  à  la  confection  de  tables  numériques  est 
celle  où  les  variables  sont  a^  et  ca?;  on  a  ainsi  : 

c  (tg  '^  —  tg  ^^■)  ==  OjK^  ^^) 

et  =  Os(«o^  ^•^) 
c  (tga  — -^j  =  Qx{iio^cx). 


261.  Les  facteurs  de  la  trajectoire.  — Le  gêné- 
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rai  Didion  et  plus  tard  le  général  Mayewski,  avaient, 
dans  des  cas  particuliers  (261-262)  donné  leurs  for- 
mules de  tir  sous  la  forme  précédente  de  fonctions  des 
deux  variables  u^  et  ex  ;  mais  ils  les  avaient  transfor- 
mées de  manière  à  ce  qu'elles  ne  diffèrent  des  équa- 
tions du  vide,  avec  la  variable  x  (19),  que  par  une  fonc- 
tion de  Mq  et  ex.  Ils  écrivaient  ainsi  : 

y      z=  X  ig  OL  —  -^ — Y  Gxi^o-)  ^^)         ce  qui  est  Téqua- 

^  tion  de  la  trajectoire 

tg  T  =  tg  a  —  -Ç-  è'j(Uo.  c-^) 

"       =  «0  ^d(Wo^  ^^) 
t       =  -^  ^s(u„,  ex) 

On  donne  aux  fonctions  Q  1®  ^lo*^^  de  faeteurs  de  la 
trajeetoire  et  Siacci  s'est  proposé  le  problème  dV\pri- 
mer,  dans  le  cas  général,  ces  facteurs  au  moyen  des 
fonctions  balistiques  du  tir  de  plein  fouet.  Voici  l'ana- 
lyse qu'il  emploie. 

Posons  tout  d'abord  cx^=^x' .  On  a 

D(u)  =  Do+  x'. 

Prenons  comme  variable  (Dq  +  x')  et  exprimons  les 
autres  fonctions  balistiques  au  moyen  de  cette  variable. 
On  pourra  écrire  : 

a  =  D(D,  +  x') 

j(u)=  J(D,  +  a;') 
S(u)  =_S(D„  +  x') 
A(u)  =  A(D„  +  X') 

21. 


)  (• 


|C. 
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Les  nolalions  D,  J,  S  et  A  indiquant  quatre   fonc- 
tions de  la  variable  (d^  +  x\ . 

Prenant  les  dérivées,  par  rapport  à  a?',  on  aura  : 

,.         ils    (iD    T7/         dS    djy    -r/         dA    dji 


Mai^ 


dj)    dx'  '  dD   dx'  '  ^  f/D    dx' 

du 


s 


dx' 
D'autre   pari,    d'après   les  définitions  des   fonctions 


balistiques  : 

dj  q  ds  I  dA 


dD         ir  '        djy         u  '        dj) 

On  a  donc  : 


==  J. 


T{p,  +  X')  =  Â-(D,  +  ^')  =  -^ 

T(Do  +  x')  =-j(a)  =  J(Do  +  ar^O 
En  [)lus,  on  doit  remarquer  qu'à  l'origine  : 

A„="V(D„),  J„=\'(DJ=-J(D„),  7'(D.)=Â"(Dj=^ 
S„==S(D„},   S'(D,)=-;-,  ".  =  D(D„). 


«,. 


l'écrivons   maintenant  les  équations  d\i  tir  de  plein 
fouet  (2i5;  de  la  manière  suivante  : 


tgT  =  to:  a  —  ^^    ?  u- 

«5  \    (/ca? 


X  /'S —  S 

/  =—    


//y  \    rx 


-^"o) 


y  =  X  tg  a  —  ^    ^-^ — ^^^ ^  .  — 


,7  >' 


■1 
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Mais,  on  a  exprimé  ci-dessus  tous  les  termes  qui  figurent 
entre  parenthèses  au  moyen  des  fonctions  de  (Dq  +  x) 
et  on   peut  écrire  :  • 

i/a^'^  A(Do  +  x)  —  Â(D,)  —  0^' I'(Do) 


y  =  X  tff  a  — 


&  2  ,/2 


,  A''(l>u) 


''*^'''~5<^a("^'^; 


D(Do  +  ^  ^/ 

D  Do  ^ 


On  peut  remarquer  la  forme  curieuse  des  facteurs 
de  la  trajectoire  qui  apparaissent  comme  disposés  j^our 
leur  développement  par  la  série  de  Taylor. 

On  a  ainsi,  par  ces  formules,  l'expression  générale 
des  facteurs  Q  de  la  trajectoire  de  plein  fouet.  Dans 
le  cas  général  d'une  trajectoire  quelconque  les  facteurs 
de  la  trajectoire  dépendent  des  trois  variables  Y^,  a 
et  x'  (i4i)  î  1*1  simplification  que  Thypothèse  du  tir 
de  plein  fouet  apporte  dans  les  équations  est  donc  de 
réduire  ces  trois  variables  à  deux,  savoir  u^  =  \^  cos  a 
et  x'. 

Les  facteurs  de  la  trajectoire  peuvent  encore  s'expri- 
mer sous  forme  d'intégrales,  en  fonction  de  la  quantité 
D(Dy+  x')  qui  est  telle  que  u  =  D(Do  +  x')- 


3' 

à 

"•■i 

LE 

TÏR 

DE 

PLEIN 

FOUET 

On 

a  en 

eflet  : 

1 

/ 

_  tga 

X 

.^^0 

(JX 

r 

x-A 

X  , 

^'  dx' 

dx' 

qx'       2u'   r^'  ,  ,  r  dx 
y  =r  X  tsr  a  —  -^ — :  X  — 7T  /      dx   1      =r 


D 


^0 


Les  fonctions  à  droite  des  signes  X  ne  renferment 
c[ue  les  deux  variables  u^  et  x'  :  ce  sont  les  facteurs  Ç 
de  la  trajectoire. 

262.  Première  application.  Calcul  des  facteurs 
de  la  trajectoire  [de  Saint-Robert  et  Mayeivskil. 

—  De  Saint-Robert  avait  adopte  comme  loi  de  résistance  fa 
fonction 

V(v)  =av%i  +bV^). 

(]herclions  dans  cette  hypothèse  l'expression  des  facteurs 
de  la  trajectoire. 

1°  U  faut  tout  d'abord  calculer  la  fonction  D,  telle  que 

Or,  la  relation  qui  relie  a;  et  m  est  donnée  par  l'intégrale 
— —   ce  qui  dans  riivpothèsc  ci-dessus  s'écrira  : 

F(M)  ■' 

T"         du 

ex  — I     ■ 

Juo  aii(i-j-bii') 

Posant  maintenant  acx  =  x\  il  viendra  : 


ex 
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Et  iiîtégraut,  on  obtient  : 


ou  bien 


,             j        a         I    j       I  +  6«- 
x'  =  —  Log Log 


I  +6ii5 


I  «51+  ba^ 


1 


u^  I  +  6«j 


On  en  déduira,   par  un  calcul  aisé,  l'expression  de  u  en 
fonction  de  x'  qui  est 

«0 ^  /^ 

y  (  I  4. 6u5)  e'^/ _  6«J  ""  ""  \  «0 


i{ 


'2^  Calcul  de       /     

-'0     D^ 


On  a  : 


r^^  dx'  I      Z'-^' 


d'où  : 


dx'  /     =-. 


On  a  : 


r'  dj^  r  :^ = -i  p  (i  (  I + 6m5)  (é^'^' — I  )— 6«,*  xj\  dx' 

=  j_  r  1+^' . ,,/  _  .^  ^/  _  I)  —  6«i  x^' 


40  Calcul  de       1      -rr- 

Jo       D 
on  a  : 


/o       D         "0  t/o 


■^74 
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Mais  celte  intégrale  ne  paraît  pas  pouvoir  s'obtenir  sim- 
plement ;  on  procède  par  l'intégration  directe  de  la  fonc- 
tion balistique  S  =  —    /  -n — 

On  a  en  ellet  : 


) 


d'oi" 

acl 


du 


ail-  (i  +  6m'j 


~  J«ol«^  ^ 


(fa 


+  bii\ 
= —  v/6  (arc  tg  liq  yb 


arc 


tg  II  ^b) 


Remplaçant  maintenant  n  par  sa  valeur  en  lonction  de 
«(,  et  a',  il  viendra  : 


/  /  i 

H,)  J''     — f/jv/6  (arc  tgt^ov  ^ —  ^^'(^  Ig  -7^——      "^ 


)  e^x/  _  5, 


T)^  En  résumé,  les  (acteurs  (j  de  la  trajectoire  dans  Tliy- 
potbèse  ¥(v)  =  av-  (  i  +  bv'-)  ont  les  valeurs  suivantes  : 

yxibuo,  ix  )  = r. —  buâ 


j> 


(/ j  [bul  -ix')  = 
(J^^(bul'ix')  = 


IX 

(i+K)(^'"'— 0 


IX' 

1 


bul 


V/(i+6<)e^-^~6«S 


<0  s  (^«iî,  '^^'}  =  -^ 


—  «0  V  ^  (  arc  tgHuV  6  —  arc  t 


U,\/b 


[\/^-\-bul)é^'—biill  A 
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Les  quatre  facteurs  de  la  trajectoire  sont  exprimés  en  fonc- 
tion des  deux  variables  bul  et  ix'.  Aux  notations  près,  ce  sont 
les  fonctions  ^S(z,  VJ),  ê'^z.  VD,  Viz,  VJ),  '^{z,  \l),  dont 
le  général  Mavewski  dans  son  Traité  de  Balistique  a  calculé 
les  tables  numériques  et  pour  lesquelles  il  pose  : 

263.  Deuxième  application.  —  Calcul  des  fac- 
teurs de  la  trajectoire  Didion  .  —  Le  général 
Didion  adopte  comme  loi  de  résistance  de  Tair 

F(^i»)  =  av'  (1  -|-  bv). 

Posons  encore  acj'  =  x',  on  obtiendra  par  un  procédé  de 
calcul  analogue  à  celui  employé  au  numéro  précédent  les 
valeurs  suivantes  des  facteurs  de  la  trajectoire  : 


ii\(buo,x')=^{i-{-buoY 


■Il  '  t 

e-^  — '2x' 

7P^ 


e-^'  —  x' 


Çjibuo,x')  =  (\  -\-buoy 


e 


(  I  -h  buo)  bu, \-b'ul 


ix' 


e'' — 1 


Çii(bu^, x')=z{  1  -t-  6mo) -, bu 

Qs{buQ,x')=z 


—  -2(1  +  6uo)  buo ■ \-  bhil 

X 


(i  -|-6wo)  e'^'  —  bu.. 

Les  tables  des  quatre  fonctions  Ç{bu,,x)  se  trouvent  dans 
le  Traité  de  Balistique  du  général  Didion,  aux  notations  près. 

i\ 

Les  variables  de  Didion  sont =  buo,  ix  =  x'  i  étant  un 

r 

coefficient  arbitraire  ;  il  pose  alors  : 
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264.  Cas  de  F(v)  =  av-.  —  En  faisant  b  =  o,  aussi 
bien  dans  les  formules  du  général  Mayewski  que  dans  celles 
du  général  Didion,  on  trouve  les  facteurs  de  la  trajectoire 
pour  une  résistance  quadratique  : 


jî/'a  (x')  = 


e'-^'  —  'ix' 


'ix'^ 


'^ixl 


'IX' 


Q-Xl 


X' 


Dans  ces  formules,  x'  =  acx  ou  suivant  la  notation  ordi- 
naire x'  =  hjx. 

Il  existe  des  tables  numériques  de  ces  facteurs  de  la  tra- 
jectoire ;  mais,  ainsi  qu'on  le  voit,  ces  tables  sont  mainte- 
nant à  simple  entrée,  la  variable  ii)  n'y  figurant  plus. 

265.  Facteurs  de  tir.  —  Siacci  a  dénommé  yWc/c'M/*s 
de  tir  certains  rapports  qui  lient  entre  eux  les  éléments  du 
point  de  chute  ou  du  sommet  de  la  trajectoire. 

Il  a,  en  particulier,  considéré  les  suivants,  qui  sont  dési- 
gnés ici  par  la  notation  qu'il  a  adoptée  : 

\'i  sin  lOL                     iu  (û                          T 
f=— ^-v — '-'>       fi  =  -r—y       f2= 


g^  tg^  '        \/Xtga 

uq  Xg  ^  Ys 

u,,  \  \  tg  a 

Il  est  facile  de  trouver  l'expression  de  ces  fadeurs  de  tir, 
en  fonction  des  facteurs  de  la  trajectoire  ('j.6o). 
On  a  en  effet  :  

'2.  k    /  '2é      ^ 

f  =(/ a("o,  cX),     fi=  I  —  y  ^^j(«o,cX),     fo=y  -""Tl^/sfwo,  c\) 

I  I       -  f-  • 

^3=73-7 ^'     ^'•=T  f  ^j(«o,cXs),        f5=fv zr{/A('«o,cXs) 

y-DiUn^cx)  -4  I 


FORMES  DES  ÉQUATIONS   DU  TIll   DE   PLEIN    FOUEJ       377 

La  connaissance  d'un  des  facteurs  Q   délerniinc  tous  les 
autres,  à  condition  qu'on  connaisse,  en  outre,  soit  «o,  soit  cX. 
Le  facteur  de  la  trajectoire  Çj  (uq,  cXg)  relatif  au  sommet 
,  est  lié  au  facteur  ^a  («o>  ^^)  du  point  de  chute  par  la  rela- 

tion ' 

•2X5  Çj  («0,  cXs)  =  X^ A  («a,  cX) 

I  ce  qui  au  moyen  d'une  table  à  double  entrée  (cX  et  Uq)  permet 

[  le  calcul  de  Xs  et  Çj  (uo,  cXs). 

266.  Exercices.  —  (D'après  Siacci.) 
I»  Déniontrer  que  soit  pour  la  résistance  cubique,  soit 
pour  la  résistance  niquadratique,  en  désignant  par '^'  l'in- 

X 

clinaison  du  point  d'abscisse  -^  ,  on  a  : 

2 

'1°  Démontrer  que  quand  la  résistance  suit  l'une  des  deux 
lois  précédentes,  en  désignant  par  u'  la  vitesse  horizontale  à 

la  distance  — ,  on  a  ': 

•^  ^  ()M  cos-^  a 


"(^)l- 


*i^  Démontrer  que  dans  le  cas  de  la  loi  biquadratique, 
réquation  de  la  trajectoire  est 

x(\  —  x)  ,  X  tg  w  +  (X  —  x)  tg  a 

4°  Démontrer  que  cette  trajectoire  partage  par  moitié  la 
surface  comprise  entre  les  deux  paraboles  donnant  la  même 

Ï>ortée  et  avant  pour  inclinaisons  extrêmes,  la  première  a, 
a  seconde  w. 

i°  Démontrer  qu'on  a  au  point  de  chute 
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dilîércntfor  réqilalion  de  la  trajectoire  du  n°  260,  qui 
donne  tg  t  ;  fait  j-  =  X  et  -:  =  w].  En  déduire  Ja  formule 
du  n°  '1  \  7 

/  tg  a\  ôc 


\—        l'+iffwjc 


v^  3.  _  c  vs  DE  FV^  =  B,/>" 

267.  Usage  de  cette  Hhypothèse.  —  Si  ou  sup- 
pose que,  grâce  au  choix  particulier  delà  fonction  F(u), 
les  diverses  fonctions  balistiques  J,  S,  D  et  -A  soient 
intégrables  en  termes  lînis,  on  pourra  exprimer  tous  les 
éléments  de  la  trajectoire  de  plein  fouet  sous  forme  de 
relations  explicites  011  a  sera  la  variable  indépendante. 

C'est  ce  ([ui  se  présente  en  particulier  dans  le  cas  où 
la  fonction  F.  r  peut  être  mise  sous  la  forme  B^i'".  En 
général,  la  fonction  F  i'j  expérimentale  est  telle  que 
cette  représentation  ne  peut  (Mre  permise  ([uc  sur  des 
arcs  de  trajectoires  peu  étendus,  et  pour  lesquels  on 
déterminera  les  valeurs  convenables  de  I)„  et  de  /?,  c[ui 
varient  suivant  la  région  des  vitesses  que  l'on  ccmsidère. 

Quoi  qu'on  puisse  penser  de  l'application  pratique  de 
l'hypothèse  F(i')  =  Hn*''\  Jl  est  utile  de  faire  connaître 
les  formules  auxquelles  on  arri\e.  Elles  ont,  en  effet, 
servi  de  base  a  de  nombreux  travaux  sur  la  Balistique, 
et  ont  été  enqilo\ées  souvent  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes de  tir;  elles  peuvent  d'ailleurs  trouver  encore, 
dans  certaines  questions,  un  emploi  très  légitime. 

268.  Intégrales  des  fonctions  balistiques.  — 

Faisant  F  (a;  =-.  \^yjit^  dans  les  formules  de  définition 
des  fonctions  balistiques  (219}  et  prenant  I  =  oo  pour 
limite  des  intégrales,  on  aura  : 


'^'--^ 


-iVi 


J(«) 


V       / 


FORAIES   DES   KQi:\TI()>S  DU   TIU   DE  PLEIN    FOUET       ^79 


r""     du  or  ^'*    7      ' 

X  '^  W  -~  b7X  "ïi^  ""TiK  T?^" 


s(«) 


D(«) 


^  r/a 


ty  00  ^  ^1  t^  oc       **^ 


(Ai—  l)B,,     M"-' 


"    lulu 


~    J.    ~F 


'^   ^/« 


I     r"^   du  ï  I 


A(«)  =  -  Z'" 


udu 


*^      (/W 


ry       /*"*     (lu  (j  I 


^^69.  Éléments  d'un  point  quelconque.  Va- 
riable u.  —  Portons  ces  valeurs  dans  les  équations 
générales  de  Siacci  (252).  Les  deux  coefficients  cos  ">.  el 
cos  |JL  sortent  des  fonctions  balistiques  de  manière  a  n'en 

,  •  ?  f    cos  A 

plus  constituer  qu  un  seul 

Posons  : 


cos"  |JL 


c 


On  aura  : 


K^^'z  —     t<>"  ^y 


COS  ). 


il 


I 


n 


C      HUq 
I 


/  U. 


u 


n 


J      f 

\ 


n—  \\ù-^ 


J^^O 


X 


c'    {n  —  2)ur' 


u^^  —  ^ 
u  , 


u 


y 


il 


•^''8"°'—  „.. 


c  -  nu 


2ii  —  2 

0 


I 


2n  —  2 
I 


u 


2n  -  2 


/î 


U 


n-2 


On  voit  que  h?' fondions  secondaires  S'j,  .Sim  ^®S9  -Sa 


^î^Si 


'Vî»j 


'    -;^ 
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diMi*"  258  qui,  dans  le  cas  général,  dépendent  des  deux 
variables  u  et  a^,  ne  dépendent  plus  ici  que  du  rapport 

— ^  j .  Elles  nécessiteront  donc  seulement,  pour  chacune 

d'elles,  une  table  à  simple  entrée. 

Prenant  pour  variable  —  =  <p,    l'argument   de   la 

table  serait  le  rapport  <p>  Elle  comprendrait  cinq  autres 
colonnes  dont  les  en-têtes  sont  les  premiers  membres 
des  équations  ci-dessous  et  qui  ont  les  valeurs  indiquées 
dans  le  second  membre  en  fonction  de  <p  : 

.    Il 

i)  —  =  <p 


,2-   n 


3)  (ai—  i)  d  ul-'t  =  <p^-»—  I 

4)  {n  —  i)  d  uj-^x  =  <p-^ 


(<p2-n_  ,>j-l 


n  —  2    ^  ^ 


De  telles  tables,  les  plus  générales  qu'on  puisse  cons- 
truire dans  le  cas  de  F  (y)  =  Bj^f",  permettront  de 
résoudre  immédiatement  tous  les  problèmes  de  tir. 
Ainsi,  pour  avoir  la  portée  X,  connaissant  les  éléments 

jx( 2fl  —  2)  U,^ 

à  l'origine,  on  formera  le  produit  — ^^ —  c'  — ^  tg  a 

n  —  2  g 

et  entrant  dans  la  table  par  la  colonne  5,  on  trouvera 
sur  la  ligne  où  la  valeur  du  produit  est  inscrite,  la 
valeur  des  quantités  qui  figurent  dans  les  en- te  tes  des 
autres  colonnes. 


FORMES   DES  ÉQUATIONS   DU   TIR   DE   PLEI?Î   FOUET       38 1 


^^70.  Facteurs  de  la  trajectoire.  —  Comme 
toutes  les  équations  précédentes,  à  Texception  de  la 
dernière,  sont  immédiatement  résolubles  par  rapport 
à  a,  on  pourra  prendre,  comme  variable  indépendante, 
une  des  trois  quantités  or,  t  ou  (tg  a  —  tg  t). 

Si  on  prend  x^  on  arrivera  aux  équations  écrites 
au  n"  260  pour  le  cas  général.  Ici  les  fonctions  Ç  ne 
dépendent  plus  de  deux  variables  indépendantes  u^  et  cx^ 
mais  d'une  seule  qui  est 


et  on  aura 

^ 
I 


tgT  =  tga  -  ^1  Ç,{g) 

Uq 

n 


avec      Ç.(?)  =  ^ 


-) 


t 


X 


-  I 


7  • 


II. 


^s(5) 


avec 


n  — 1 


3) 


(«—,1)5 

y  =  xtga. 


(,4.(„_2)^)n-2_  , 


avec 

4)  «  =  «0  1/d(5) 


gx^ 

2  M. 


^A(i 


211-2 


(,+(,l_2)5)n-»_i_2(yi  — 1)5 


avec 


^d(5) 


['l4-(^_2)5]a-2 


271.  Choix  du  coefficient  de  Siacci.  —  En  rem- 
plaçant c'  par  sa  valeur  (268)  on  aura  : 

cos)v  T^    ^.       , 
3=  ex  -TT-TT-  B„  Vo""-  COS'^-^a. 


COS"[A 
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i°Pour  les  valeurs  do  n  supérieures  à  deux,  le  calcul  des 
\alcurs  des  Ç(g)  ne  présente  aucune  dilHculté.  Le  de^^réde 

la  trajectoire  est 1 ,  ce  qui  donne  les  nondjires  sui- 
vants :                    '^        '^ 


n  =  3,    ',,   j,  (3. 


8     5 
(leirré  =  /,.    i,  -,  -.. 


(le 


Pour  /i  ==  3o  (cas  du  vide)  on  a  le  degré  2.  Pour  des 
valeurs  de  /?,  inférieures  à  .'^,  la  trajectoire  est  transcen- 
dante. 

'2°  Pour  n  =  2,  on  remarque  que,  dans  cliacun  des  (/(p), 
se  trouve  une  expression  de  la  forme  . 


!  i  +  (/i  —  *^)5j"  "  qu'on  peut  écrire  [_[  iH-(/i — *^p)  j  "  '^^_ 


Or,  la  limite  du  fadeur  [  i  -\-  (n  —  2)3  |  "~  "  "»,  pour  n=i, 
(»st  le  nombre  r,  et  par  suite  la  limite  de  chacune  des 
expressions  sera  de  la  forme  cK^,  A'  ayant  les  valeurs 
•2  pour  (7.,(5),  I  pour  (^5),  2  pour  ÇJp).    i  pour  (;„(5). 


I  -p 


3Log(i-;->) 


:    2  r    ■  Lop:(i-.H)" 


e 


■^5  -  I 


'2  H 
CP   —    I 

II? 


I+5+Ç 


I+- 

2 


9  T 


14-5 


1  +  3 


(l4-2>)2-l 
3H 


2 


(1+25)" 


•-  • 


■^ 
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'i°  Pour  /i  =  1 ,  les  formules  du  tir  de  plein  fouet  sont 
exactement  les  mêmes  que  les  formules  exactes  du  n°  195 
à  condition  cependant  de  prendre  cos  1  =  cos  ji  =  i  et  par 

suite  %  = • 

Etablir  les  formules  en  trouvant  la  \raie  valeur  des  fac- 
teurs Çs  <?t  Ç\  pour  /i  :=!  1 . 

273.  Formules  différentielles  de  la  portée.  — 

Quand  on  fait  y  =  0  dans  les  équations  du  n^  268,  on 
obtient  : 

c'/i-^(tga  — tgco  +1  =<p    " 

c'>  — 2X--X+  I     =  <p--" 

c'^^^^^'^Xlga  = ' y->-"  — i) î_(cp--n_,) 

(f  ^  in  —  2^^       ^  ^     Ji  —  2^  ^ 

En  remplaçant  dans  le  second  membre  de  la  dernière 
équation  <p"~"  par  sa  valeur  tirée  de  la  deuxième  équa- 
tion, c'est-à-dire  en  fonction  de  X,  et  ç~^  par  sa^valeur 
tirée  de  la  première  équation,  c'est-à-dire  en  fonction 
de  (tga  —  tgco),  on  arrive,  après  quelques  réductions, 
à  la  formule 

c'<  [(/i  —  2;  tg  co  -f  n  tg  a]  X  =  lil  (tg  a  —  tg  co)  —  g\. 

On  peut  faire  l'application  de  cette  équation  aux  for- 
mules différentielles  du  n^  249. 
On  trouve  que 

5rX— ajtga 


a  pour  valeur 


c'iil-' 


tof  a 
n  —  i-\-n  -^ — 


'«■ 
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de  sorte  que,  pour  le  cas  de  F(i')  =  B„t^°,  les  formules 
difTéronlielles  sont  les  suivantes  : 

\  tgcj/   c 


tg  ti), 


V 


0 


(\\  = 


X  /  tî^  a  ,  ^. 

-{-[n  —  2  +  /t  ~ —  I  A  te:  a  ■ 


tir  io       \  ta:  w/ 


u'^n 


da. 


Exercice.  —  Trouver  directement  ces  é( [nations  en  par- 
tant des  formules  des  n^^  iGS  ou  '269. 

Théorème  sur  ranrjle  de  chute.  —  On  a  démontré 
que  le  facteur  (i  +  Z)  ef>t  toujours  positif  (200). 
On  a  donc  : 

2  —  n  —  n  - — >  0. 
tgw 

Soit  co'  la  valeur  absolue  de  Tangle  de  chute  ;    on 
aura  :* 

-  2 


Ifi^a  tga       //  — 

n  -+-  n  -^^— ,  >  o        ou         — — :  > 

lgo3  tgcj  n 


et  par  suite 


(or     ^/      ^    i 

n  —  2 


Ainsi,.  CaïKjle  de  chute  o/  satisfait  toujours  à  la  douljlc 
inégalité 


tg  a  <  tg  o>'  < 


u 


tg  a. 


tiî  a 


Si  n  ^  2,  Tinéo-alité  2  —  /?  —  /i  -^^^ —  >  o  est  satis- 


faite  d'elle-même  ;  le  théorème  ne  s*appru[ue  donc  pas. 


?2 

1 


lUI.lSTlQt  1 


22 


\ 
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274*  Résumé  des  formules  de  tir  pour  le  cas 
d'une  résistance  monôme  (tir  de  plein  fouet).. 

n  =  2  5  =  cB2    — r-)^ 

\COS-  [i./ 

ou  5  =  ^1^ 

I  II      =  «0  e~  ? 

Point        J  (7a;    I 

quelconque    J  tg  t  :=  tg  a  —  ?—  —  (e^^  —  i  ) 

;   r      =xigcL  —  — ^  -—r  (e-5  —  i  —  -i^) 

Point        )    ^  O 

de  chute      ]  tg<o  ._       ffX         i 

tga  \^smt4a   ^  ^  ' 

cos  X  cos  a^ 

cos^  [i.   y 

ou  5=6;iYo.T 


n  =  3  5  =  cB,  (    ,,„3 ..     )  V„  X 


«        =  Uo 


4-.  5 


Point         »  H„    V  '■*     / 

quelconque    1  </«  /         .^         •    ^j 

'  '  tgx  =  tga'— |j  (^.+5+  — 5- 

ga;2  /  a 


•''      =^tga-|-,     .  +  -^5+6-5^, 


FORMES  DES  ÉQUATIONS  DU   TIR  DE  PLEI?i   FOUET       38; 


...   ..  •.'i*'S 


Point 
de  chute 


/   u 


b> 


'+5 


«0 

X 

tga 
V^  sin  'lOL  ,     2    ^         i   ^^9 


5  =  63V„X 


9^ 


\î  sin  2  a 


'+5+3-5' 


n 


\      COS*  [JL     /     •* 
ou  5  =  ^4  VJ  X 


Point 
quelconque 


tt        =  «0 


«0  '^3 


gx 


Point 
de  chute 


Uq 


y 

I    a 


qx^  l  2 

^tg»  — 7;^('+-5 


Cil 

«0 


X 

tga 


o  =  h\\\ 


-      35 

VoSin2a^        ^  ' 


•Mi+D) 


2 


i+T<^ 


V^  sin  2  a  .     '■*  /v 


^x 


3 


.\r' 
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275.  Trajectoire  de  Piton-Bressant.  —  La  tra- 
jectoire de  Piton-Bressant  est  l'équation  du  3®  degré  : 

y  =  xigcx. ?^^   ,      (i  +  KY^x) 

2\q  cos"  a   ^ 

où  Iv  est  un  coeflicient  constant. 

Elle  peut  être  considérée  comme  la  trajectoire  de 
plein  fouet  d'une  loi  biquadra tique,  n  =  ^^  et  elle  est 
identique  avec  la  formule  donnée  au  paragraphe  pré- 
cédent 

(/x-         /  2    J 

y  =  x  tg  a -r^ j—     I  +  —  5 

2Vôcos-a    \  0     j 

k  condition  de  poser 

T^'o         2     1^    /cos  A  cos'^  a \  ,_, 
K\t  =  -^  cB,    -j^ Vo' . 

O  \         Ct)S'  UL         / 

Mais  de  plus,  l'équation  de  Piton-Bressant  suppose 
que  K  est  indépendant  de  l'angle  de  projection  a.  On 
prend  donc  : 

cos  X  COS"  a  I  ^     Il 
: =1          et  on  a  :          Iv  ==  -rr  ^B.. 

cos'  |JL  o 

Cette  équation  a  eu  une  fortune  des  plus  heureuses  ; 
offrant  le  maximum  de  simplicité  après  celle  du  vide, 
elle  correspond  à  une  forme  F(i')  =  B.^'  de  la  résis- 
tance de  l'air  qui,  ainsi  qu'on  l'a  dit  (fa),  lorsque  les 
vitesses  initiales  ne  dépassaient  pas  5oo  mètres,  était 
des  plus  satisfaisantes. 

Cette  formule  a  donc  pu  donner  des  résultats  excel- 
lents dans  la  pratique  et  on  l'a  vue  se  prêter  à  la  repré- 
sentation suffisante  .de  très  nombreux  tirs  balistiques. 
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Les  méthodes  empiriques,  longtemps  en  usage  à  la 
Commission  de  Gâvre,  ne  pouvaient  donc  prendre  une 
base  plus  solide  que  l'équation  de  Piton-Bressan  t. 

La  discussion  de  cette  équation,  sa  comparaison  avec 
les  résultats  d'un  très  grand  nombre  de  tirs  balistiques, 
l'établissement  des  formules  pratiques  qu'on  en  peut 
tirer,  constituent  les  bases  essentielles  du  Traité  de  Ba- 
listique expérimentale  de  MM.  Hélie  et  Hugoniot  en  ce 
qui  concerne  la  Balistique  Extérieure. 

Les  formules  pour  un  point  quelconque  et  pour  le 

point  de  chute  sont  celles  du  n°  2^3  [n  =  4)  où  on 

3 
remplacera  5  par  —  KVo.x. 

exercices.  —  i^  Etablir  les  formules  du  sommet  de  la 
trajectoire  ; 

•1^  Établir  les  formules  différentielles  donnant 

ax     _dX_    ÔX, 

V  Prenant  pour  variable  (Gâvre)  la  quantité  z  telle  que 

Vo  sin  '2 a 


I  +  Z  = 


i/X 


exprimer,  en  fonction  de  cette  variable,  les  éléments  du 
point  de  chute,  du  sommet,  les  formules  différentielles,  les 
facteurs  de  tir. 

On  peut  remarquer  que  le  choix  que  fit  le  colonel 
Siacci  (2 55)  de  ses  deux  coefficients  cos  A  et  cos  jjl 
paraît  avoir  eu  pour  objectif  de  faire  coïncider  ses  for- 
mules de  tir  avec  la  formule  de  Piton-Bressant  pour 

22. 


:^ 
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/î  =  4.  A>ant  choisi  en  effet  cos  u.  =  cos  a,  la  formule 

cos  À  COS"  a  .  ^  '■  ^ 
: ^=  I    impose  cos  k  =  coS"  a,   ce  qui  est 

cos*  [Jl  ^ 

bien  l'expression  adoptée  pour  le  coefficient  de  Siacci. 

Valeur  deKà  [onijine.  —  Le  tracé  de  la  courbe  des  K 
en  fonction  de  la  portée  X  fut  pendant  longtemps  Tin- 
termédiaire  nécessaire  adopté  par  la  Commission  d(^ 
(jrâvi^  pour  le  calcul  numérique  des  tables  de  tir.  Exa- 
minons sommairement  comment  varie  la  fonction  K 
dans  le  voisinage  de  l'origine. 

On  a  (i4^}*>  pour  le  cas  du  tir  horizontal  : 


Yo  sin  2a                 4cFo 

1.2.3         YJ   V  F,         V 

1.2.3 

et  par  suite  : 

cF 

^0 

2         /?       4    cF, 

[3             6        Yo^          J 

2    cF 
Ainsi  donc  :  1°  pour  X  =  o,  on  a  K  =  — 


2"  on  a 


3    VJ 


-.v    1 


et  par  suite  :  si  /i  <  4,  K  croît  avec  X  ;  si  /i  =  4^  K  est 
constant;  si  /i  >  4,  K  décroît  quand  X  croît. 

Exercices.  —  1°  Etudier  les  conditions  dans  lesquelles  la 
courbe  des  K  présentera  un  maximum  ou  un  minimum,  en 

prenant  im  terme  de  plus  dans  le  développement  de  -^ '— 

*  en  série.  f/^ 
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'iP  Démontrer  que  si  le,  point  A  décrit  une  trajectoire 
liomothétique  de  celle  du  vide  dans  le  rapport  de  'i  à  i  et 
le  point  M  la  trajectoire  de  Pi  ton-Bressan  t  : 

y  =  a,tga ^ — —  (i  -f  KV^ic),       . 


avec  K   constant,  on  a,  sur  tout  rayon  vec- 
teur 


Fier      f" 


oc  = 


■.KVg 


(f) 


276.  Facteurs  de  tir.  —  Dans  le  cas  d'une  résis- 
tance monôme,  les  facteurs  de  tir  définis  au  n°  264  n(' 
dépendent  plus  que  d'une  seule  variable  q  dans  laquelle^ 
entrent,  par  leur  produit,  les  deux  variables  u^^  et  cX.  Ils 
peuvent  donc  être  mis  sous  forme  de  tables  à  simple 
entrée  dont  l'argument  pourra  être  soit  la  variable  ^, 

T    sin  20c 
I  soit  un  des  facteurs  f  =  — ^ par  exemple,  soit 

\  encore  z  de  la  formule  de  Gâvre 


V^  sin  2a 

I  +z=— -5 . 

9 
Les  expressions  générales  des  facteurs  de  tir  en  fonc- 

*  Cn^  Gossot,  Mémorial  de  l'Art,  de  la  Marine^  t.  XVI,   1888,  p.  9"). 


-"'mm 


Vf 


■0^ 


1   •■:> 


PM^  =  PO.OA,  '     v: 

lorsque  le  point  P,  décrit  la  verticale  , 

1  ■  /'v^. 


■  ■X'i 


H°  Etablir  une  règle  à  calcul  permettant  de  calculer  Tangle 

de  projection  connaissant  X  et  KVJX  =  z. 

^_^  sin  :2a  X  1      1     ,         .  1  X  I 

(l*oscr  — — - —  =    /M>\   ^^  prendre  les  logarithmes.)  ' 

I  H-  Z        /  '^o  \ 


t 


\ 


s»     ''  f* 
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tion  des  fadeurs  de  la  trajectoire  ont  été  données  au 
n°  .'^64.  On  pourra  efifectuer  les  calculs  pour  diverses 
valeurs  de  n  au  moyen  des  formules  du  n°  2^3.  Et 
d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  il  sera  toujours  facile  de 
se  servir  des  différentes  tables  qui  ont  été  publiées  par 
divers  auteurs  sous  des  dénominations  variées  :  Facteurs 
(le  tirs  de  Siacci^  Logarithmes  Balistiques  du  O  Chapel^ 
Facteurs  du  point  de  chute  du  G  Henry ^  etc. 

Toutes  ces  tables  sont  des  cas  particuliers  de  celles 
dont  le  principe  a  été  indiqué  au  n**  268  et  qui,  dans  la 
théorie  actuelle,  jouent  le  rôle  de  tables  de  première 
espèce  de  la  théorie  d'Euler  (174)  tandis  que  les  yac- 
leurs  de  tir  correspondent  aux  tables  d'Otto  (177). 


[T    *-- 


CHAPITRE    XI 

DEUXIÈME   TElWtE   DE   LA   SÉRIE 

§    I.    —    Formules   pour    ix    point   quelconqi  e 

277.  Problème  à  résoudre.  —  ^ous  nous  propo- 
sons maintenant  de  faire  connaître  les  formules  qui 
donnent  le  second  terme  de  la  série  du  problème  du 
«  Tir  de  plein  fouet  »,  série  dont  le  terme  principal  a 
été  étudié  au  Chapitre  ix. 

"Nous  conserverons  donc,  dans  le  développement  de 
riiodographe  (214),  le  terme  en  z^  qui  y  avait  été 
négligé  en  première  approximation  et  qui  provenait  du 

terme ^du  cosinus.  Le  développement  que  nous 

obtiendrons  alors  pour  la  solution  du  problème  balis- 
tique négligera  seulement  des  termes  de  Tordre  de 
grandeur  de  t\ 

On  conçoit  que,  si  ou  arrive  à  donner  de  ce  second 
terme  une  expression  facilement  calculable,  l'étendue 
de  la  zone  d'application  de  telles  formules  sera  consi- 
dérable et  pourra  embrasser  le  plus  grand  nombre  des 
cas  de  la  pratique,  car  t  n'atteint  jamais  qu'exception- 
nellement de  fortes  valeurs,  avec  les  canons  de  l'Artille- 
rie navale  actuelle  tout  au  moins. 

278.  Intégration  de  l'hodographe.  —  L'équation 
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différentielle  de  Thodographe,  établie  au  n°  214,  quand 
on  y  négligera  les  termes  de  Tordre  de  t^  deviendra  : 


OS"T  C  C  \  2         / 


du. 

COS"' 


Comme  on  a  :  <E>  = 


uV 


on  en  déduit       4>'  = 7 


lï'F         uF 


Posant  alors  : 

W 

—  <ï>  + 

u 
2 

<î>' 

I 

2uF 

(■ 

F 

uF' 

II 

viendra 

cos^  r 

c 

du 
uF 

+! 

•  t' 

Wfl?u. 

Intégrons  de  t  à  a  et  de  «  à  u„,  on  aura  l'équation 
tg  T  =  7  —  -  +  j  r  <jrx' Wrfu 


avec  (7  =  tg  a  H 

Ot  -T_  .       ^ 


r  gdu 
Jii    uF 


u 

Mais    sous   le   signe  /,   on  peut   remplacer  t'^  par 

(j I    ,  en  ne  négligeant  ainsi  que  des  termes  du 

5^  ordre  en  t. 
On  aura  donc  : 


..iH 


'  I 
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Développant  le  carré  sous  le  signe  /,  il  viendra  : 

•2  f'gWdu 


J       I 

tgT=5f— -+-- 


«-Ut 


?  fzgJWdu 
■1  Cgjyda 


Ainsi  donc,  le  problème  de  Tintégration  de  Tliodo- 
graphe  se  trouvera  résolu,  moyennant  l'introduction  do 
trois  nouvelles  fonctions  balistiques ^de  u  dont  on  sup- 
pose que  des  tables  aient  été  calculées  au  moyen  de  la 
fonction  F(v)  expérimentale. 

Posons  alors  : 


J"  =  r  ifjJWdu  ; 
J"i==  CgJ'Wdu. 


On  aura 


tgT=(jr 


-2(j»-jj^) 


-f-l(J«^-Ji") 


Telle  est,  pour  un  point  quelconque  de  la  trajectoire 
défini  par  la  vitesse  horizontale  u,  la  valeur  de  l'incli- 
naison T,  aux  termes  de  l'ordre  en  t^  près. 

279.  Temps.  —  L'intégration  des  autres  équations 


;k)6 
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(liflerenlielles  du  mouvenienl  se  poursuit  ensuite 
aisément. 

Pour  le  temps,  l'équation  cliflerentielle 

,  a      d- 

ij     COS"^  T 

devient 


très 


,  I    du 


c    iiV 
qui  intégrée,,  donnera  : 


S  —  S 

4  0 

C 


T^'l 


—  )    uWda 
c 


1 

c 


q  ^b  — b,^; 

-2(s»-s;^) 


+  -S 


m 


en  prenant,  comme  définitions  de  3  nouvelles  fonctions 
balistiques,  les  3  relations  suivantes  : 


;»  =  r  uWdu\ 


S"  =  2  /  ^u}¥du  ; 

'^8o.  Abscisse.    —  Les   calculs,    tout  à  fait   ana- 
logues à  ceux  du  temps,  conduisent  à  la  relation 


X 


D. 


c 


-2fD"- 


:v- 


Dl') 
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avec  les  formules  suivantes  qui  cUTinissent  trois  nou- 
velles fonctions  balistiques  : 


Jv 
,D"^  =  Cj^u'Wdu. 


281.  Ordonnée. 
li^  (k 


dy  = 


—  Dans  l'équation  différentielle 

—  tor  T on  remplacera  te;  t  et  — 5—  i>ar 

g  cos  T  '^^^''  ^ 


COS" 


leurs  valeurs  en  conservant  les  termes  en  t*. 

En  ne  conservant  alors  que  des  termes  en  t*  dans  y 
dont  le  premier  membre  est,  comme  on  sait,  du  2®  ordre 
en  T,  il  viendra  _  , , 

,  /        J  \  u(/u        1  iidu 

dy=-U,--)  — 


c-  F 


l(J"-Jf) 


I  /       J\  ■■'  . 


J 


En  intégrant,  on  aura  la  formule  suivante 


7^^"-^^-?(i>'-D5) 


c 


c  c 

Vy^[A'  — Aj  — JJ(D— D„;i 

— |[a"-a«-j:'(d-dJ 

+  '  [A"'-Aj"-Ji"(D-Dj 


BALISTIQUE. 
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&r 
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Dans  celte  équation,   s'introduisent   trois  nouvelles 
fonctions  balistiques,  ayant  les  définitions  suivantes  : 


III 


282.  Résumé.  —  On  a  donné  aux  n"^  277,  278, 
27c),  280  les  formules  qui  font  connaître  les  éléments 
d'un  point  de  la  trajectoire  défini  par  sa  vitesse  hori- 
zontale w,  en  fonction  des  données  initiales  w,,,  a  et  c. 

Le  développement  néglige  des  termes  de  l'ordre  de  t'. 

Pour  résoudre  numériquement  le  problème,  il  suffit 
de  dresser  une  fois  pour  toutes,  avec  la  fonction  F> 
expérimentale,  la  table  de  (^/oar<?  inlérjrales^  ou  fonctions 
balistiqaes  du  second  terme.  Ce  sont  les  suivantes  : 

j\  j",  J"S  pour  V inclinaison  ; 
SS  s",  S"\  pour  le  temps  ; 
D^  D'\  D""^',  pour  V abscisse  ; 
A\  a",  A"\  pour  Vordonnée. 

•283.  Exercices.  —  1°  Dans  rcxprcssion  de 


M'  = 


!2 


ii¥ 


F 


ligure  la  dérivée  F  de  la  fonction  F;  mais  les  douze  fonc- 
tions balistiques  du  scconel  terme  peuvent  s'exprimer  au 
nioven  de  la  fonction  F  scnlc. 
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Démontrer,  en  ell'et,  qu'on  a 


J"  = 


2 


_! L_l 

V{u)      F(UjJ 


1  qo  I  "      cm 

1     ,        g  J^  r     Jdu 


S'=  — 


S'i 


S"^  = 


1 

•2 

r  «        u  1 

LF(«)      F(Ll| 

U    ,     r^     da 
J  F  +  j,.  3  F-' 

I 

.T.  «  ^  r»'' 

Fc/m 

w-   ,     /*"     udii 

1  II-    ,      r^      J«f/ll         / 


j)m_ 


F 


rl^  J^  H(/« 


A'^  = 


111 


7*^  F— j,-  nr-+:j,  !/-F- 


>99 


.7 


.imLj 


.'Il 

-i 


•"  J^^'  udu 


'2.  Développer  les  l'onctions  balistiques  du  second  lenne 
en  série. 


400 
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'2«oFo    \ 


«oFiX 

Fo; 


et 


(S-)  r~~wi  f  "'^^  ^"  ""  '"'^^' + "^''^^"^^ + ^^^ 


On  trouve 


fa— «)-    /çff\ 
i.'2        \du/ Q 


I.'2 
1  .'2 


etc. 


■^.  Déinoiilrer  que,  dans  le  cas  de  F{v)  =  B^v^,  l'équation 
din'crcntielle  de  Inodographe  s'écrit  : 

dz  (f   du    ,    i  —  n      ,        c/t 


cos-  -: 


c  iiF 


cos-  T 


et  s'intègre  par  la  formule  : 


tg  T  =  Ig  a  + 


Jo  —  J    .    I 


+'^-(r^(tg"^^-tg^«) 


i.  Trouver  l'expression  des  fonctions  balistiques  du  second 
terme  dans  le  cas  de  F(i')  =  Bn^^^,  avec  U  =  qo  . 


TU  —  _  (^^~  ')^'  p  ^^"   ^  ^^—  I  _2^  J__ !Lzii 

"^    ~^  nBl      X  H-'^-^  2^1^     BS  a-^"""~      -2 


J^ 


S"=- 
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n — 1    /^^dii /i-t-i  1  n — I 

(n — i)g  r^du  n — i       g        i 

7^~         ~ 


4oi 


-i)g  r^du  n — 1       g        i  (n — i)^ 


JS 


[111 


(n — i)g^  f  du n — I         g^       i 


2(3/1 l) 


Di= 


D»= 


/^      '  r^  du  n  —  I       I        I         /i—  I 

[n — i)^    r^    du    n — 1        g        i 

nB'i     J^  i?^^""  /i(2Ai— -2)"BÏli^^^2 

{n—'i) 


'2 


JD 


T^in__  (^—^)f  r     du    ^       /i  — 1         £_      I 

■~         'in'Bl  J^   u^^-i       •2/1-^(3/1— 2)  *B?   «311-2 


A»=  — 


'2  (3/1 'J.) 

Il — 1    g    r^    du  '111  —  '1      g        1 


J^D 


)  B^, 

==(/l '2)  JD 


A": 


n — I  g-   r      du  -m  —  -i     g-        i 

'^'^  "1?      B|j^  '!F^'^ n'{;^n^^l)^il?^^' 

(n  —  i)  (/i  —  i) 


3/1  —  2 


J^D 


111 


I   /i  —  I    g^    r^   du    I        n  — 


I  /i —  I    g^   r^   du 


r 


3  n3(^4^_.^)  B},  h'»^-=^ 

I   (/i —  i)  {n  —  'i) 
3  \n  —  '1 


J^D 


1 


y.  . 


♦    ^- 


-jOi 
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j.  Dans  le  cas  de  F(v)  =  l^n^'N  établir  le  développement  en 
série  en  fonction  des  puissances  de  tg  -z. 

On  part  des  équations  de  la  théorie  d'Euler  (iGi) 


il 


nb„u 


-  =  (}-  ^j-.) 


on 


'^-^  +  5"(«) 


Posons      /i  =  IgT.  On  anra,  ponr  lo  dovcloppcnient  do 
Çn('c)  on  sorio  : 

On  écrira  par  suite 


// 


il 


nbn 


1 

n 


nb 


[Q  -  ?n(^)^'"  » 


Q  "  +  -;^Q  »''in 


1 

n 


1 


i.jt/^ 


1 
n 

1 


/i 


1  .'2 


Q""""? 


1 


^)<r"~V.+ 


ou  bien,  en  remplaçant  Ç,i  par  son  développement,  borné 
aux  termes  en  p^ 

I  /i  4"  *    7*" 

/l—  1  (/l+l)(/l+'2)\       i^        , 

•j  "r  *  *  • 


{; 


+ 


/tQ 


On  aura  de  même  : 


W 


iJ 


II 


."î-nQ, 


1  + 
+ 


'J. 


V 


ni^ 

''j.(n — 1  ) 


li'Q 


•2(n-\--i)    p- 


nHV 


1 .1 


'2(71  +  -2)  (  -2/1+  2)' 

n:'(^i.'i.i 


\F'+- 
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On  portera  ces  valeurs  de  11  et  de  u-  dans  les  équations 
du  mouvement 


dt 


II 


dz 


u 


g    cos^  T 


dz 


dp 

9 


u- 


u- 


g    cos-^  z 


dp 

9 


.  U'  dz  u- 

^(x  =  —  —  tg^  -z::fz  =  —  —  w 


g     ^  '  cos-z 


9 


et  on  intégrera  de  p  h  p^  c'est-à-dire  de  t  à  a. 
On  arrivera  ainsi  aux  formules  suivantes  : 


Qn 


L  9  . 


n 


II 


1  n  -\-  i     p' 


+("-; 


iiQ  ^    '      ri'Q'     i.'2 
n, —  1        (/i  -|-  1)  (/i  +  •2)\     /r* 


O^ 

V 


nb 


n 

i/  J 


1 
n 


Q 


gt  ^p,—p-+- 


n'Q^ 


1 . 2 ,  -3 


'    Pl—P''    ,    «+i/^o~F' 


+ 


/iQ      1.2       '     /i-Q-     1.2. '3 
/i  —  I         (n+  i)(n  +  'i)\pl  —  p' 


iiQ 


ti'Q' 


I .  '2 . 3 . 4 


+ 


Qn 


L  !7  J 


ga:=p,-p+  — 


■^  7^?— i»*   I    ■>-(»  +  ■^)  p 


+ 


+  '^ 


1  . 2  /l^Q-  I  .  '2 .  '3 

(,l  —  i)  (,i  +  .2)  (2/4  +  'l)\  pi  —  7>'^ 


Q" 


'/ife 


n 
î/  J 


2 
U 


9y  = 


PÎ—P'  ,   '^-'^Pl—f   ,   ■2.:3(n+i)7>^  — //- 


+ 


■T-  + 


+  2.4 


1.2  /iQ   i.2.!3     '        n-Q^       1.2.3.4 

/iQ  iv'Q' 


1.2.3.4.^ 
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tî  2.   —  Point   de   culte   et   sommet 

ii84.  Objet  de  ce  paragraphe.  —  En  supposant 
calculées  les  douze  fonctions  balistiques  du  second  ternie^ 
les  calculs  des  éléments  d'un  point  de  la  trajectoire  ne 
laisseraient  pas  que  d'être  longs  et  sujets  à  erreurs,  ^ous 
nous  proposons  de  montrer  ici  comment,  pour  les  deux 
points  principaux  de  la  trajectoire,  le  point  de  chute 
et  le  sommet^  on  pourrait  mettre  les  formules  sous  des 
formes  commodes  et  les  rendre  immédiatement  calcu- 
lables au  moyen  de  fonctions  de  w^  et  de  w„  données  par 
(les  tables  numériques  à  double  entrée. 


•A( 


i85.  Équation  du  point  de  chute.  —  En  faisant 
j  =  o,  dans  l'équation  de  l'ordonnée  du  n®  280  on 
trouve  : 

0=7 3 —  mQ  . 

^  c  C" 

nih*  désignant  l'ensemble  des  termes  de  l'ordre  de  t' 
qui  constituent  le  second  terme  de  la  série  dans  l'écjua- 

lion    de   l'ordonnée,    les   deux    autres  a  — et 

r 

— - — ; étant,  comme  on  sait,  du  second  ordre. 

c 

Dans  le  terme  m9*  figurent  quatre  quantités  zi^,  m^.,, 
(/  et  c,  et  on  ne  négligera  que  des  termes  d'un  ordre 
supérieur  au  quatrième  en  remplaçant  :    1°  u,.,  par  sa 

>  aleur  trouvée  quand  on  suppose  m8*  nul  et  2^  —  par  - 

sa  valeur  cj  — ,   trouvée  dans  la  même  hypo- 

theso.    Alors    q^  devient   facteur   commun  à    tous    les 
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termes  de  m9*  ;  on  peut  le  faire  sortir,  et  il  viendra  : 
o  =  ^(D...  -  D„)  -  ^"  7  ^''  -  f^A 

équation  où  Ka  ^st  une  fonction  connue  des  deux  va- 
riables Uy  et  M„. 

Si  on  possédait  une  table  à  double  entrée  de  la  fonc- 
tion Kai  le  calcul  de  w,^  se  ferait  comme  il  suit  :  une 
première  approximation,  avec  (J^Ka  supposé  nul,  don- 
nerait une  valeur  u,„  ;  à  Faide  de  la  table  à  double  entrée, 
Ka  serait  déduit  en  regard  des  deux  valeurs  a^  et  w„,  ; 
on  aurait  ainsi  le  produit  (f'K^  ^t  ^i^  1^  reportant  dans 
r équation  complète,  on  cherclierait  la  valeur  de  u,,  qui 
la  satisfait. 

Mais  on  peut  éviter  ces  tâtonnements  ainsi  qu'il  suit. 

286.  Formules  du  point  de  chute.  —  Donnons 
d'abord  les  expressions  des  différents  éléments  du  point 
de  chute  avec  le  second  terme. 

Continuons  à  désigner  par  a,,  la  vitesse  restante  hori- 
zontale que  donnent  les  équations  du  tir  de  plein  fouet 
réduites  au  terme  principal  et  désignons  par  [u,,]  la  vitesse 
horizontale  quand  on  conserve  le  second  terme  de  la  série  ; 
adoptons  la  même  notation  pour  les  autres  éléments. 

Les  formules  du  point  de  chute  sont  les  suivantes  : 

o  =  q{l}[u,„\  —  Do)  —  ~  (A[a„]  —  Ao)  —  î'Ka 
[tg  O)]  =  7  —  -i  j[u,,]  +  9'K, 
[T]  =  ~  (S[u„]  -  S,)  -  î'Ks 
[X]  =  -i  (D[«...]  -  D„)  —  î'Kd 

23. 
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Dans  ces  équations  les  fonctions  Ka,  Kj,  Kg,  Kd  ont 

les  valeurs  suivantes  : 


AL— Ai— j;(D..  — D 


o; 


—  (  Al!  —  Al*  —  Ji*(Do>  —  Do) 


Do.— D 


a 


A«l  Ag 


K, 


D.,  —  D, 


Ks  = 


D^  D; 

A"  —  A, 


4-(AL"-Ai"-jJ"(D„-D,))  (^ 

Jw  Jo 

—  IJ-  —  JoJ     •      _  A 


D« — D 


0 


^w 


^o> 


D, 


+  (s!„"  -  si") 


^D* 


Kn  = 


Do>  —  Dp 

jCX(.)  ~~~"  jCXq 


b) 


d; 


-  (Dl.1  -  Dl')  ^ ^ 


^w 


+(«-"-«•'' (x=t-)'_ 


1^87.  Calcul  de  [«.J  en  fonction  de  h„.  —  Dans 

l'équation  du  point  de  chute 

o  =  (/(Di>J  — Do)— y  (A[w,]  — Ao)  — v'Ka 

m 

posons  [u,.,J  =  M,,  +  £  et  proposons-nous  de  déterminer 
la  différence  e.  Pour  cela,  il  suffira  d'employer  la  for- 
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mule  cle  Taylor  réduite  à  ses  deux  premiers  termes,  ce 
qui  donnera 

o=7(D„— D„)  — -(A..— AJ— fysp-+-£j„p fKx 


•et  comme  la  somme  des  deux  premiers  termes  est  nulle, 
il  reste 


ou  encore 


t  =  —  r  Ka 


F« 


a,,  tff  w 


Mais  comme  d'après  une  formule  du  n"  221  on  a 


tgo.=i 


^0) 


Du.— D, 


■Joj 


_*^w 


ou  tgco==5f 


il  viendra 


en  posant 


F  ir 

^'•>  ~"  "iiT 


w 


De. —  D( 


tl ...  ~  r~        •  * 


^w 


21  Ji  est  ainsi  une  fonction  des  deux  variables  u^  et  a,,, 
puisque  Ka  est  déjà  une  fonction  de  ces  deux  variables. 
On  peut  reconnaître  que  la  fonction  %l^  représente 
bien  une  vitesse,  car  on  peut  l'écrire 


K 

c 


■  I    \  II,,  /         De. —  Dp 


^w 
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i""  Le  fadeur  —^  représente  un  espace^  car  en  se  repor- 


tant à  Texpression  de  K^,  on  voit  que  son  premier  terme 
est  dL  — •  Dô,  c'est-à-dire  une  quantité  de  même  espèce 
que  D„  —  Dy. 

2"  Le  second  facteur,  quotient  d'une  accélération  par 
une  vitesse,  représente  l'inverse  d'un  temps. 

•288.  Expression  des  fonctions  balistiques.  — 

Portons  la  valeur  trouvée  pour  [11,,]  dans  les  fonctions 
balistiques  du  premier  terme. 
On  aura,  par  exemple  : 


±j[u..]=±j{u..+ef-X)  =  ^-'^--^  X 


C     1*0)  -T  j,, 


et  en  vertu  de  la  relation 


f   ,— 

I           D«      Do 

c             Aw       Aq 

■>*■   • 

il  viendra 

-  J   «w 


r 


Jh 3    g    P<^>     Pq  ^10 

c  i*^,,  F  t,)  Al.)        Aq 


w 


De  même  on  aura  : 


—  S  w„ 
c 


r            1                 KJW 
I   II  


=  -  —f 


l 


J 


—  Di  II 

c 


(•) 


Si.) 
c 

Di. 

c 


1    Di.  — D 


F    A  A 


-»2 


—  —  f 


u,,  D,,  — D(, 
F    A  A 


2 


289.  Formules  du  point  de  chute. 

ainsi  les  formules  du  tableau  suivant  : 


On  trouve 


•^ 
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i)  K]    =U'„  +  ry^2;: 


avec 


01  û ^    £_w  Aw       Aq 


2 


Me..  J«(Do> — Do)— (Au.— Ao) 
)  |tgco]  =  tgo>+ry^3?, 


avec 


3)  jTj    =T  — î^0 


avec 


Cl 


XI,,  — Kg -h  p     A    _A    ^-' 


4)  [X|.  =X-7'ÎII» 

avec  D«=K,.+  ^5n^»a!,. 

Ces  formules  résolvent  le  problème  posé  au  moyen 
des  tables  des  qualre/o/îc//o/î5  secondaires  ^^^,  Jf^,  Ô^,,  D?, 
des  deux. variables  w,,  et  u^^.  Si  on  les  suppose  calculées, 
la  solution  de  tous  les  problèmes  de  tir  est  immédiate, 
aussitôt  qu'on  a  déterminé  le  premier  terme  de  la  série. 

Exercices.  —  Trouver  la  valeur  limite  des  quatre  fonctions 
^0.,  31,  6o„  ÏDw  pour  «,.  =  Uq. 

Poser  «„  =  Ho  —  £•  et  développer  les  fonctions  par  la 
formules  de  Taylor,  on  trouve 

Do.  —  Do  _  _i_^ 

Ao.  —  Ao        Jo 

Développer  ensuite 


^0 


wo    /  _     De,  —  D( 

«Je 


(a 


Af.j  —  Af 
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on  trouve,  en  se  servant  des  formules  dans  le  cas  de  r¥(v) 


1 


liiii.  ^,1  = 


lirn.   31  = 


lini.  s: 


li.n.  b:  = 


n 

I 

n"- 

n 

I 

II 

n 

1 

n 

n 

— 

I 

u 


H.i"; 


1 
13  11^-1 


I 


n         B„h;"^ 


n  —  I      il 


IV 

II 

I 

n 

II 

1 

II 

n 

I 

F„ 

1 


II 


T7  "•■■ 


1*90.  Formules  du  sommet.  —  Pour  avoir  les  Ibr- 
niules  du  sommet,  on  opérera  d'une  manière  tout  à  fait 
analogue.   Ou  lemplaccra  dans  le  second  terme  de  la 

série  —  ])ar  —  el  il  viendra  : 


avec 


■-'■) 


avec 


3'.= 


u,i=u»-7^3; 


Js  "~   Jo 


—  t  Js  —  J  0  ;  — 

«s 

+  (JL"- JJ")  jr. 


S^ 


Tsi=ï,+ry»0« 


f— «i 


00=  30  _! L 


Ss  ""■  Si) 

-(s''-s?)^ 
+  (sj"-si")  ^. 

«s 


V 
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[Xs] = X, + ff  m 

Di  —  Dl 


4ii 


avec 


^  s"  s  «  s 


4) 

avec 


-  (Dl'  -  DlO  f 

T  0  Ds Do 

''~  Js 

Aj  — Aj— JJ(D,— D„) 

—  [Ai'  —  Aj'  —  Jj'  (D.  —  D„j  ^ 

+  [Al"  -  Ai"  -  JJ"-  (Ds  -  D„ 


I 
J 


S 


Le  problème  du  sonmiet  est  donc  ogaleni^nt  résolu 
au  moyen  de  quatre  fonctions  secondaires  des  variables 
u^^  et  Wg,  nnses  sous  la  forme  de  tables  à  double  entrée. 

291.  Le  problème  des  facteurs  p  de  Siacci-  — 

Ecrivons  les  équations  du  tir  de  plein  fouet  du  n*'  252 
en  V  faisant  d'abord  cos  ul  =  i  de  la  manière  suivante  : 


J  —  J 

t-T=tga+-^ 


epD    ' 


X 


D— D> 


t 


'0. 


^Pi 


y=a;tga— -^[A— Ao— Jo(D— Dj 


Le  coeflicient  cos  a  a  été  remplacé  par  quatre  facteurs 
Pj?  Ps^  Pd^  et  Pv  Ces  quatre  nombres  sont  tous  diffé- 
rents entre  eux  et  convergent  vers  Funité  ;  pour  des 
angles  de  projection  suffisamment  faibles,  ils  peuvent 
être  remplacés  par  i . 


^^.- 


ri.'- 
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Mais  quand  a  croît,  ils  deviennent  des  fonctions 
différentes  des  troi*  données  à  l'origine  V^^,  a  et  c  et  de 
la  quatrième  quantité  qui  définit  l'autre  extrémité  de 
l'arc. 

Il  est  bien  évident  que  la  détermination  de  ces  quatre 
facteurs  p  revient  à  celle  des  termes  successifs  de  la  série 
du  tir  de  plein  fouet  et  qu'ils  sont  connus,  pour  le  point 
de  chute  par  exemple,  à  un  terme  de  l'ordre  de  t^  près, 
d'après  les  équations  du  n"  284  qni  donnent  le  second 
terme  de  la  série. 

C'est  d'ailleurs  aiiisi  que  le  colonel  Sîacci  s'est  posé 
le  problème.  Nous  citons  ci-dessous  Tinlroduclion  à  la 
note  VIII  de  son  Traité  de  Balistique. 

«  La  table  balistique,  avec  les  formules  qui  s'y 
rapportent,  n'est  j)as  toute  la  solulion  du  problème 
balistique.  Elle  en  est  toutefois  une  grande  partie,  qui 
est  déjà  suffisante  dans  la  plupart  des  cas  pratiques.  Pour 
la  compléter,  il  faudrait  déterminer  les  fondions. p  qui 
entrent  dans  ces  fonuules.  Ce  n'esl  pas  une  question 
facile,  mais  cVsl  une  question  d'anaUse  :  or  l'analyse, 
qui  a  résolu  des  problèmes  bien  plus  difficiles  et  com- 
plexes, a  bien  assez  de  puissance  pour  résoudre  encore 
celui-ci,  si  Ton  ne  donne  pas  trop  d'importance  à  l'éco- 
nomie des  calculs.  L'économie  des  calculs  ne  doit  pas 
trop  compter  dans  cette  question,  si  l'on  parvient  à  en 
présenter  les  résultats  aux  praticiens  dans  une  table  où 
ils  puissent  puiser  les  nombres  nécessaires  à  la  solution 
des  problèmes  de  tir. 

((  Nous  présentons  un  essai  de  ces  calculs  dans  cette 
note.  Nous  ne  nous  flattons  pas  de  donner  la  solution 
définitive  d'un  problème  qui,  même  dans  les  cas  les 
plus  particuliers,  a  résisté  à  beaucoup  d'efforts  ;  mais 
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il  nous  semble  avoir  ouvert  une  voie  à  la  solution  géné- 
rale et  avoir  même  fait  quelques  pas  dans  cette  voie. 

«  Il  va  sans  dire  que  cette  vaie  se  trouve  dans  la 
région  des  séries,  car  les  formules  balistiques  impli- 
quent inévitablement  des  fonctions  transcendantes  qui 
ne  sont  au  fond  que  des  expressions  abrégées  de  séries. 
Nous  allons  donc  montrer  comment  on  peut  calcu- 
ler ces  fonctions  p  au  moyen  de  séries  ordonnées 
f^mxdLni  \os  puissances  descendantes,  du  coefficient  balis- 
tique.   » 

Le  problème  que  le  colonel  Siacci  se  propose  ainsi 
de  traiter  est  celui  que  nous  avons  résolu  aux  para- 
graphes I  et  2  du  présent  chapitre  et  qui  donnie  le 
second  terme  de  la  série. 

Mais  si  on  remarque  que  le  coefficient  balistique  de 
Siacci  est  l'inverse  du  nôtre,  on  voit  que,  dans  ses 
recherches,  ce  savant  balisticien  devait  aboutir,  non  à 
la  véritable  série  du  tir  de  plein  fouet,  mais  à  celle  qui 
représente,  par  ses  premiers  termes,  la  solution  du  pro- 
blème balistique  dans  le  cas  où  la  résistance  de  Pair  est 
très  petite,  hypothèse  qui  conduit  au  développement  en 
série  suivant  les  puissances  de  c  ;  ce  cas  sera  traité  plus 
loin  (livre  V,  chapitre  xn  ,  et  il  n'est  point  du  tout  com- 
patible, en  général,  avec  Thypothèse  du  tir  de  ])lein 
fouet  i'2i3  . 

'2Q2.  Détermination  du  facteur  Pj  dé  Siacci.  — 

Si,  avec  Siacci,  on  admet  qu'en  première  approxima- 
tion on  peut  prendre  tous  les  facteuis  P  égaux,  il  suf- 
hra  de  savoir  calculer  l'un  d'entre  eux.  Or,  il  est  ])os- 
sible  de  déterminer  le  facteur  pj  par  exemple. 


^ 
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Si  on  ('(Mnpare  les  doux  expressions 
et 

I  I  I       '^o         J 

el  qu'on  \enil]e  que,  pour  la  même  valeur  de  t,  on  ail 
la  même  valem- de  u,  il  \iendra  en  relranehaul  membre 
à  membre 

- = ï  — —  'f  ;j -JJ.  -~  ;j"-Ji'; +4(  j"'- jrr 


P.i  J— JoL 

On  pourrait  donc  calculer  p,,,  |)our  un  point  quel- 
conque de  la  trajectoire,  en  connaissant  seulement  les 
trois  lonctions  j',  j"  et  J^",  supposées  calculées  avec  la 
fonction  K'r    expérimentale  ^282  . 

On  pourrait  de  même  calculer  p*^  ou  p,)  en  connais- 
sant seulement  les  3  fonctions  S^  ",  '"  ou  d',  '\"'. 


_j 
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CHAPITRE   XII 

LES  FONCTIONS   BALISTIQUES   DE   SIACCI 
AUTOUR  D'UN   POINT 

vj     I.     FoKMLI.ES     POLIV     LK     CAI.CIL     1)  '  T  N     ARC 

DE     TRAJECTOIRE 

293.  Énoncé  du  problème.  —  La  iiicthodc  du  tir 
de  plein  fouet  qui  vient  d'être  exposée  dans  le  chapitre 
précédent  se  déduit,  sans  autre  hypothèse,  de  la  connais- 
sance du  développement  en  série  du  cosinus  d'un  angle 
voisin  de  zéro.  Mais,  il  est  bien  évident  cpie  si  l'angle 
considéré  n'est  pas  voisin  de  zéro,  il  non  existe  pas 
moins  un  développement  du  cosinus  de  t  par  rapport  à 
un  angle  initial  a,  et  que  si  on  l'utilise  pour  le  porter 
dans  les  équations  du  problème  balistique,  on  sera  con- 
duit à  leur  résolution  par  une  série  analogue  a  celle  du 
tir  de  plein  fouet  (voir  n^  i5i  . 

Vinsi  soit  l'identité 

T  =  a  —  (a  —  t)  =  a  —  8, 


^ 
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on  aura   les  expressions  suivantes  des  lignes  trigono- 

métricpies  en  fonction  de  8. 

û                  0-     . 
sm  T  =  sin  a  —  y  cos  a sm  a  _4_. . . 

cos  T  =  COS  a  -f-  8  sin  a cos  a  _j 

.1  ,  „    sin  a 


^  ^  cos^  a  cos'^  a 

en  négligeant  les  puissances  de  6  supérieures  à  la  deuxième. 

On  se  rend  compte  immédiatement,  d'après  ces  for- 
mules, que  le  développement  obtenu,  dans  le  cas  de  la 
résolution  du  problème  balistique  devra  être  d'une  con- 
vergence moindre  que  dans  le  cas  du  tir  de  plein  fouet 
où,  grâce  à  Tliypothèse  a  =  o,  qui  annulait  le  sinus,  le 
développement  des  lignes  trigonométricpies,  et  corréla- 
tivement celui  des  éléments  balistiques,  sautait  un  terme 
sur  deux. 

Ici,  les  termes  sont  au  complet  et  le  développement 
du  problème  balistique  suivant  les  puissances  de  6  sera 
tel  que  le  terme  principal,  conservé  seul,  négligera  les 
termes  en  6"  seulement,  tandis  que  dans  le  tir  de  plein 
fouet,  on  ne  négligeait  par  les  mêmes  procédés  que  des 
termes  en  6^. 

294.  Équation  difTérentielle  deThodographe. — 

En  posant,  comme  au  n^  214 

nous  écrirons  l'équation  différentielle  de  l'hodographe 

-2.$  (-^]  du  =  —  r/0. 

COST 
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D'après  la  valeur  donnée  pour  cos  t  au  numéro  pré- 
cédent, on  calcule 


COST 


cos  a 


sin  a 

cos'^  a 


e 


\2  CO 


COS  a 


siu"  a 
cos'*  a 


e-\.. 


En  développant  la  fonction  ^  par  la  formule  de  Taylor 
réduite  à  ses  trois  premiers  termes,  on  trouve  : 


\  cos  T  /  \  cos  a  / 


COS"  a 


uQ- 


■u_  sin^  g  ^„  ^  /_! ^  ^in^\  ^,- 

2   cos  *  a  \  2  cos  a         cos  *  a  / 


4- 


a 


Prenons  pour  variable  la  quantité  o-  = 

L'équation     différentielle     de    l'hodograplie    pourra 


cos  a 


s'écrire  : 


!J 


y 


—  r/f)  =  ~  cos  a  fp(h  —  —  sin  a  7^'H(h 
c  c 


y_ 

c 


1  sm"  a 

2  cos  a 


^ 


// 


cosa 


4- 


sin"  a 


cos  a 


4,^ 


^hk 


295.  Intégration  du  terme  principal.  —  1°  //îc//- 
naison.  —  Le  terme  principal  de  l'hodographe  a  pour 
expression 

—  f/0  =  -^  cos  dfpch, 

c 

en  négligeant  les  termes  du  2*^  ordre  en  0  dans  le  second 
membre.  Rétablissant  la  fonction  F,  il  viendra 

—  (Hi  =  -ii-  cos  a  —=7-  • 
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Cette  équation  s'intègre  a  l'aide  de  la  fonction  balis- 
lique 

'A:      ^ 


J  = 


où  la  variable  est  acluellement  rr. 
On  a  ainsi 

A         cos  a  .  . 

car  pour  t  =  a,  on  a  0  =  o. 

Mais,  d'autre  part,  on  a,  d'après  les  développements 
en  série 

=  (tgT  —  Ig  A   COS   a  —  Ij- '•• 

'  cos  a 

On  aura  donc,  ])our  l'hodographe  intégré 


6*  cos  a    '    "  '  cos'^  a 


c'est-à-dire  quand  on  néglige  6" 


tgT  =  tgaH î — -  (Jo— J 

c  cos  a   ^    ^ 


2*^  Temps.  —  L'équation  ['2ii) 

a       dt 


r, 


()      COS"  T  ' 


en  remarquant  que 


I  f.    sm  a 

1 29 


COS-  T         cos"^  a  cos^  a 
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et  en  inlroduisant  la  variable  t  devient 

dt  = (i  _26tga)c/9; 

(j  cos  a-  ^  o    y       7 

le  terme  principal  sera 

(it  = 


fj  cos  a 
qni,  en  remplaçant  dh  par  sa  valeur,  devient 


ai 


c     F  * 


On  intégrera  en  introduisant  la  fonction  S^'g-    et  il 
viendra 

S  — S 


0 


c 


3°  Abscisse.  —  Le  même  mode  de  calcul  appliqué  à 
l'équation  différentielle 

,  II'       (k 

flX  = ; — 

(J      COS"  T 

conduit  à  la  relation  avec  deux  termes 

dx  =  —  (i  —  'jM  ip;  a)  c/6 

y 

où  le  terme  principal,  seul  conservé,  donne 

,  cos  a    Tr/o- 

c        r 

L'intégration  introduit  la  fonction  D  et  donne 

D  — D. 


X  =  cos  a 


c 


\ 
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>/(/(('('.  —  L'i'fuialiondifff'i-onliellc 

H 

caiil  li.'-:  par  sa  valeur  tKa t 

'  '^  cos' 

'  ij      ''       cos'  a  Vy         cos'  a 

:  principal  est 

-ifra — r-  =  —  If.' 5;'/*= 

cos  5t  •/  c 

onc,  avpc  la  f'onclion  D(3} 


i/rtd.  —  Pour  un  arc  quelcoii(|ue,  d'origine 
s  élômenls  des  cxircmités  de  l'arc  sont  données 
irmules  sulvanles,    réduites  à  leur  premier 

la  vnriahie  osl  !a  quaiitilù  : 


-Dp 


y=.s. 
i  Icruie  de  Tordre  (a 


/ 
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V  COS  *" 

La  variable  o-  = est  égale  à  la  projection  MN 

C<0!S  Ot 

parallèlement  à  la  verticale,  de  la  vitesse  v  sur  la  tan- 
gente à  Torigine  de  la  trajectoire. 

La     variable    t    est    parfois    désignée 
(Siacci)    sous    le   nom   de  pseiido-vilesse 

(255).  /"^  :vcQa  r 


Fi"-    -8 


296.  Formules  de  Nivens  et  de 
Siacci.  —  Il  est  nécessaire  de  s'arrêter 
sur  la  formide  de  l'ordonnée.  En  efï'ct  le 
problème  qui  vient  d'être  traité  du  calcul  d'un  arc 
quelconque  de  trajectoire  (où  t  n'est  pas  voisin  de  zéro) 
a  été  résolu  par  les  auteurs  de  deuv  manières  différentes. 

Sous  le  nom  de  «  formules  de  Nivens  »  on  trouve,  en 
effet,  tout  d'abord,  à  quelques  détails  près,  les  formules 
qui  viennent  d'être  établies  (298,  5°)  et  qui  se  distinguent 
des  formides  du  tir  de  plein  fouet  par  l'expression  de 
l'ordonnée  qui  est  simplement  y  =  x  tg  a. 

Siacci,  dans  sa  Balistique  (p.  54),  résout  le  même 
problème  en  donnant  à  y  la  même  forme  que  dans  le 
cas  du  tir  de  plein  fouet  (219),  c'est-à-dire 

y  =  X  tg  a  —  -^  [  A  —  Ao  —  Jo  (D  —  Do)  1 . 

Cette  dernière  expression  est  fautive,  car  x  tg  a  est  ici 
du  premier  ordre,  et  le  terme  du  second  ordre  de  y  ne 
peut  être  introduit  que  si  dans  x\  on  conserve  égale- 
ment le  terme  du  second  ordre. 

297.  Calcul  d'une  trajectoire  par  are&  soe- 
cessifs-  —  On  peut  se  servir  des  formules  du  n"  293 
pour  le  calcul  d'une  trajectoire  ])ar  an^s  successifs  :  cette 


nxMSTiQc  r:. 


2', 
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méthode  aura  même,  sur  les  méthodes  exposées  aux 
n"^  i83  et  suivants,  de  nombreux  avantages  de  générahté 
d'appHcation  et  de  facihté  des  calculs. 

En  y  joignant,  dans  le  voisinage  du  sommet,  par 
exemple  pour  le  calcul  de  Tare  de  +  5^  à  —  5"",  l'applica- 
tion des  formules  du  tir  de  plein  fouet,  on  aura  un  pro- 
cédé très  rapide  de  calcul  d'une  trajectoire  par  arcs. 

Mais  il  ne  faudra  pas  oublier,  si  on  n'emploie  pas  le 
second  terme  de  la  série  qui  sera  donnée  au  paragraphe 
suivant,  qu'on  doit  prendre  l'amplitude  (to  — .tJ  de 
l'arc  choisi  pour  le  calcul  avec  les  formules  du  n"  298 
moins  grand  qu'a\ec  les  formules  du  tir  de  plein  fouet. 

En  plus,  il  est  aisé  de  voir  que,  si  au  lieu  de  développer 
les  lignes  Irigonomé triques  (291)  par  rapport  à  l'incli- 
naison initiale  a  ou  r^de  l'arc,  on  les  développe  par  rap- 

T    —1—  T 

port  à  l'inclinaison  moyenne  — =  ijl,  les  formules 

restent  les  mêmes,  mais  que  la  \ariable  t  est  alors  égale 

U  l'COST      ^  ,.  .  , 

a  ff  = = .  Dans  ces  conditions,  les  lor- 

COS  [JL  COS  [JL 

mules  donneront  une  bien  meilleure  approximation, 
l'erreur  commise  étant  positive  sur  une  moitié  de  l'arc 
et  négative  sur  l'autre  moitié. 

On  écrira  donc,  comme  formules  pratiques  du  calcul 
d'un  arc  quelconque  de  trajectoire  avec  le  premier  terme 
de  la  série  seul  : 

/       =  — ;  y  =^  sin  a — 2_. 

c  "  ^  r       . 

avec  UL  =  -^ ^,      et      t  = . 

'  2  COS  ]X 
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Second   terme  de   la  série 


298.  Équation  de  Thodographe.  —  Conservons 
maintenant,  dans  Téquation  différentielle  de  l'hodo- 
graphe  le  terme  en  9^  qui  avait  été  négligé  en  première 
approximation.  L'équation  du  n"  292  devient  : 


9 


9 


—  r/9  =  —  cos  a  ^c/t  —  —  sin  a  T^J^'dfT. 
c  c 

Rétablissons  dans  le  premier  membre  la  variable 
(h  =^' —  rf9  et  multiplions  de  part  et  d'autre  par 


COS'T 


I  f.    sin  a 

=  — 1 2Q 


COS"  a  cos^  a  ' 


il  viendra  : 


d'z 


COS'T 


^<ï>cosa 
c 


^  T<Ï>'S  sin  a 
c 


COS"  a 


20 


sin  a 
cos'^  a 


ou,  aux  termes  en  9^  près 


(k 


^d: 


7.g    sin  a 


COS'T        c   cosa 


r^9 


C    COS"  a 


2 


di. 


(T     ..  I         /  (tF' 


Posons,  d'après  une  notation  déjà  adoptée  (277) 

2 
Il  viendra  : 


2tF 


F 


ik              (J 

r/cr 

2!/ 

sin  a 

cos''  T         C  COS  a 

aF 

c 

cos^a 

Mais  il  est  permis,  en  négligeant  encore  un  terme 


I 
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en  Ô^  dans  le  2^  membre,  de  remplacer  8  par  sa  valeur 

principale 

,         cos  a    ,  • 

H  =  —^  (  j  -  j„) 


de  sorte  qu'il  viendra  : 


n 


h  (I        ch 


_       9 


(]    sin  a    .  .  „,  , 


cos^  -:  c  cos  a   o"F  c^   cos  a 

Introduisons  alors  les  fonctions  j'  et  j"  définies  au 
n'^  277  par  les  relations 

il  viendra,  pour  l'intégrale  de  l'hodograplie  : 
tgT=tgaH î (j^_j)4--i.tga[2j,(j'— Ji)  — (J"— Jj')l 


299.  Temps.  —  Dans  l'équation 

,  Il      rfT  (Tcosa       r/T 


y    cos"  T  (f/  COS"  T 

ck 
portons  la  valeur  de ] —  avec  deux  termes  :  on  aura 

COS"  T 
(It  2 

(Il  = =r r  sin  a  (  J^^  —  j)  o-MV/o". 

Cl.  o 

Les  définitions  du  n''278  donnent  pour  les  deux  fonc- 
tions S^  et  s"  : 
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Il  viendra 

iioo.  Abscisse.  —  Pour  Tabscisse  on  aura  : 


u^      c 


k 


9 


COS"T 


Tao" 


2 


(Ix  = ^  cos  a ~  sin  a  cos  a  (  J^  —  j)  7'Wch 

CL  (y 


d'où  on  tire 


.r=cosa 


D  —  Dn      sm  a  cos  a 


F^L2J„(D'-Di)-(D"-Di') 


avec  (279) 


iioï.  Ordonnée.  —  On  a  : 

^  (/       ^        COS^T 

en  remplaçant  tg  t  par  tg  a — ,  il  vient 


dy  = 


w 


ck 


(J      cos-  T 


tga  — 


9 


cos'^  a 


ou 


(/y  =  te;  a  ax  H 1  5 — 

•^  ^  (J  COS^T 


et  dans  le  second  membre,  il  suffira  de  remplacer  0  et 

24. 
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— Ty —   par    leurs    valeurs    principales.    On    a   ainsi    : 

C/(  )S      w 

-  ,  I    .  ,  o-rfo- 

«J  =  ^ë  ^'  ^^^ r  ( Jo  —  JJ 


c-  ^^      ^    F 


Intégrant,  il  viendra  : 


y 


=  ^-  ^ë^—-^  [jo(Do  — D)  —  (Ao  —  A)] 


En  remplaçant  x  par  sa  valeur,  on  aura  l'expression 
totale  de  y  en  fonction  de  u. 

3o2.  Résumé  des  formules.  — 

Inclinaison  ;  te: t  =  tir  a  -| (  J,,  —  j) 

ccosa   ^  ^ 

+  -^  tga[2j„(j'  — Ji)  — (j"  — Ji')] 

—  -^  sina  [2J0  (S'  -^  Si)  —  (S^'  —  SÏ)] 

H  osasse  :      x    =  cos  a ^ 

c 

Y  sin  a  cos  a  [2  J,(d'  —  Di)  —  (d"  —  Do)] 

r.    7        '  D  — Do 

Ordonnée  :   y     =  sin  a 


^sin^a[2j„(D'— Di)— (D"— Di')]— ;^[Jo(Do— D)— (Ao— A)] 


Le  second  lernic  de  la   série,  dans  le  cas  d'un  arc 
quelconque  de  trajectoire,  s'obtient  donc  par  des  formules 
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OÙ  entrent  les  six  fonctions  j\  j",  s\  S",  D',  D"  déjà  ren- 
contrées dans  le  tir  de  plein  fouet  ;  mais  ce  terme  nVsl 
que  du  second  ordre  par  rapport  au  premier,  au  lieu 
d'être  du  3^  comme  dans  le  cas  du  tir  de  plein  fouet. 

On  remarquera  que  toutes  les  expressions  entre  cro- 
chets tels  que  -j  [2 Jo(j'  —  j\)  —  (j"  —  j")]  sont  du 

second  ordre  en  (j  =  a  —  t.  Cela  résulte  par  exemple 
pour  celle-ci  de  la  formule 


^       il       _^ 
cos"  T         c  cos  a    fjV 


^9 


sin  a 
cos^  a 


M^V 


w 


qui  peut  s  écrire 


cos-'T 


et 


c  cos  a 


(Il 


sin  a     U'  .  „ 

COS'*  a    <P 


11, 


On  voit  que  quand  a  devient  petit  (tir  de  plein  fouet) 
le  i*'''  et  le  3^  terme  du  second  membre  de  y  deviennent 
de  grandeur  comparable  et  du  2®  ordre  par  rapport  à  x. 
Le  second  terme  au  contraire  est  du  4^  ;  y  se  réduit 
donc  bien  à  la  forme  du  tir  de  plein  fouet. 

Si  on  prend  le  développement  de  Thodographe  (292) 
en  Y  faisant  a  =  o,  il  reste 


ic 


Si  on  multiplie  par y~z  =  i  H-  '^^  et  qu'on  rem- 


place S^  par  T%  il  vient 
(h  (J 


cos 


9 


cos"  T  r  c 


2 


'z^da. 


-^ 
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Ci'  qui  est  bien  Téquation  de  l'hodographe  du  tir  de 
plein  fouet  (214). 

3o3.  Théorème.  —  Quand  on  prend  pour  variable 


u 


,  avec  \k  =  — et  que  F  (y)  peut  étre^  sur 


COS  [JL  '2 


la  longueur  de  Varc^  remplacé  par  B^d^,  n  étant  un 
exposant  quelconque^  le  terme  du  second  ordre  de  tg  t 
est  nul.  . 

En  effet,  en  posant  t  =  ^  —  (jjl  —  t)  =  [ji  —  6  on 
écrira  Téqualion  de  l'hodographe  avec  deux  termes 
(296) : 

^fc     ^       y       d^r        2g    smjL   ^     I      /   _  aF\  ^^ 

COS^T  CCOS[JL    tF  C     COS'-^  [JL        o.tF    \  F  / 

ou 

r/T  f/        di         a     sin  a    ,  n  r,  ofo* 

7—=  ^ "nr— r-(*   ^  ^)^~P" 

cos"  T         C  COS  {ji  db         C    COS  [JL  ^  o-r 

ce  qui  peut  s^ écrire 

dr:  g         c/t 


COS"  T  c  COS  [JL 


-p +(i-/i)tg[x6rf9. 


Intégrant,  il  viendra  : 

f g  M = tg '« + 73^  (  J«- jO +-^  tg  ;.  (9f  -  e?) , 


■nais 


et  par  suite  Qi  —  9^  =  o. 


T. 


Ainsi  donc,  quand  on  adopte  la  valeur  [jl  =  — 
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avec  la  variable  o",  les  formules  du  premier  terme  du 
n*^  2^6  font  connaître  J^,  c'est-à-dire  la  vitesse  i\  à 
l'extrémité  de  Tare  avec  une  précision  supérieure  à  celle 
fournie  par  les  trois  autres  équations,  puisqu'elles  ne 
négligent  qu'un  terme  en  9'^,  si  les  variations  de  l'expo- 
sant n  sur  l'arc  sont  peu  rapides. 

3o4.  Exercices.  —  i°  La  série  générale  qui  vient 
d'être  développée  admet  trois  cas  particuliers  (5i)  : 

1°  t:  voisin  de  zéro  (tir  de  plein  fouet)  ; 

2°  T  voisin  de  —  sur  la  branche  ascendante  (tir  vertical  de 

«>  '^ 

bas  en  haut)  ; 

3°  T  voisin  de  —  sur  la  branche  descendante  (tir  vertical  de 
haut  en  bas). 

Dans  ces  deux  derniers  tirs  on  suppose  qu'on  n'est  dans 
le  voisinage  ni  du  point  Q  de  vitesse  infinie,  ni  du  point 
v'  de  vitesse  terminale. 

On  prendra  pour  variable  la  vitesse  verticale  Vy  =  v  sin  t. 
Les  équations  du  mouvement  s'écrivent  : 

ch  dvy 


COST 


^y 


n--Fr^^ 


g      \sin  T^ 


t'v     i       dr  II  dvy 

dt      — ^  ' 


dy 


q  sm  T  cos  t  q  sm  t      .     c  ,   /  u,. 

''  ^  1  +  -  F  -T-^ 

g      VsmT 

l'y  \  du  II  Vy  dVy 


g  SUIT  cosT  g  sin  t      ^    ^  i;i/   ^y 


> 


^+~t^ 


g      vsin  T, 


dx     = 


v\.     dx  I       I  v.ydv. 

COST 


q   sin^T  q  sin-T  c  „/    i».^ 

^  ^  i-l — F  H~^ 


9 


sinT. 
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On  posera     -  = 8,     d'où     sin  x  =  1 et  on  déve- 

loppera  F I  _^- J  par  la  formule  de  Taylor. 

I^es  premiers  termes  de  la  série  seront  donnés  par  les  for- 
mules suivantes  : 


c 


cosT  =  cos  a  ly,    avec    Loer  I^'y  = 


y 


c       ^'0 


1  I  V .. 

X      =  —  cos  a  X  y, 


c  ''0 


Les  fonctions  S  et  A  sont  celles  du  n°  Go. 

Des  formules  analogues  existent  pour  le  mouvement  des- 
cendant, en  changeant  ^  en  —  g  dans  les  intégrales. 

'1^  Ces  intégrales  peuvent  s'obtenir  sous  forme  finie  dans 
les  hypothèses  F(i>)  =  B^v-  et  F(i')  =  B.u'  *. 

io  Au  voisinage  du  point  ( ^^  v'j  on  peut  traiter  le- 

problème  en  faisant  usage  du  développement  indiqué  au 
n''  108. 

Posant  T  = [-6     et     v  =:  v'  —  s,  on  a  obtenu 

rhodographc  sous  la  forme 

*  M.  de  Sparre,  Mémorial  de  l'Artillerie  de  la  marine,  t.    XXIII,    i8q5, 

p.  on. 
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On  aura  donc  : 


V  =:v'  —  ab^       avec       a  = 


6" 


On  obtiendra  lalors  les  autres  éléments  du  mouvement 
par  l'intégration  des  équations 

gdt  =--{v^  —  ab-)j 

gdx  =  —  {&  —  1  a6")  db 

gdy  =  —  (u'  —  '2  aO»)  y 


CHAPITRE  XIII 


LE  TIR  TENDU  A  (ÎRANDE   VITESSE 


^    ' 


Formules  du  ïiu  tendu 


3o5.  Les  deux  développements   en  série.   — 

\ près  avoir  étudié  au  chapitre  précédent,  au  moyen  des 
fonctions  de  Siacci,  les  environs  d'un  point  de  la  tra- 
jectoire, en  prenant  comme  point  de  départ  un  dévelop- 
pement en  série  de  nature  essentiellement  irigono- 
métriqae,  nous  nous  proposons  actuellement  de  faire 
connaître  les  deux  autres  développements  qu'on  peut 
obtenir  autour  d'im  point  de  la  trajectoire  (i5o;. 

(les    développements    considèrent    la    grandeur    du 

cF 

rapport de  l'accélération  de  la  résistance  de  l'air  cF 

// 
à  celle  de  la  pesanteur  <y. 

Dans  le  premier  cas^  on  supposera  que  le  lapport  est 
liés  grand;  son  inverse  sera  très  petit  et  c'est  cette 
quantité  qui  négligée  d'abord,  puis  introduite  à  la  pre- 
mière, puis  à  la  deuxième  puissance  donnera  la  série 
cherchée,  dé^eloppée  suivant  les  puissances  ascendantes 

de  l'inverse  —  du  coellicient  balistique. 

^  .  cF 

f.e  second  cas  sup])osera  au  contraire  le  rapport 

«  ' 
très  petit;    la  résistance  de    l'air  sera   très    faible  et  le 
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même  procédé  d'approximations  successives  permettra 
d'obtenir  le  développement  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes du  coefficient  balistique. 

3o6  Le  tir  tendu  à.  grande  vitesse.  —  Le  rap- 

cF 

port  —  aura  une  valeur  très  grande,  tendant  vers  l'in- 
fini à  mesure  qu'on  s'éloignera  en  amont  sur  la  branche 
ascerfdante  vers  le  point  Q,  et  la  série,  réduite  à  un 
seul  terme,  répondra  à  la  solution  du  problème  dans 

cette  région.  Si  on  s'en  éloigne,  la  même  série  en  — , 

prise  avec  des  termes  de  plus  en  plus  nombreux,  sera 

c¥ 

encore  valable  tant  que  le  rapport sera  plus  grand 

que  l'unité.  Après,  c'est  l'autre  série,  en  c,  qui  deviendra 
d'un  emploi  légitime. 

Le  nom  de  tir  fendu  à  grande  vitesse  donné  à  la  série 

en  —  rappelle  la  propriété  limite  dont  jouit  son  premier 

terme. 

307.  Recherche  du  premier  terme  delà  série. 

—  i*^  Inclinaison,  —  L'hodographe  étant 


cF 

du  == vdi. 

0 


gF 


exigera,  pour très  grand,  qu'on  ait  c?t  =  o.  C'est 

rintégraleT  =  a  qui  correspond  à  la  limite  pour  tJ==  00. 
Cela  veut  dire  que  la  trajectoire  est  sensiblement  recti- 
ligne  et  se  confond  avec  la  tangente.  On  peut  aussi 
bien  écrire  tgT  =  tga. 


PJ 


is'ï 


^>? 


.1 


^'r. 


:m 


sM 


il«5 


«ALISïlQlE. 


'2) 


^^•^1 
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(k  est  un  infiniment  petit  d'un  ordre  d'autant  plus 
élevé  que  le  degré  de  F  en  i'  est  plus  considérable. 

'2""  Temps,  —  En  portant  l'hypothèse  t  =  a  dans  les 
autres  équations  du  mouvement,  on  obtiendra  le  pre- 
mier terme  pour  chaque  élément. 

On  a,  pour  le  temps  (129.)  : 

I  do 

dt  =- 


!J     ^F 


-|-  sin  T 


.7 

cV 

—  étant  très  grand  relativement  a  sin  t,  on  écrira  en 

g                                            cF 
multiphant  haut  et  bas  par sin  t 

,  dv  (/     .        dv 

dl  = ^  _|_  -i^  sin  -^  ,,_ . 

cr         c  r  - 

Le  second  terme  est  au  premier  dans  un  rapport  de 
Tordre  de  -^ ,  qui  est  infiniment  petit  :  on  le  néglige 
d'abord  et  le  terme  principal  de  la  série  est  : 

I     /"'  dv 
t 


I     r  dv 

~  T  i,  T 


ou  en  introduisant  la  ibnclion  S. 


c 
y  Abscisse.  —  On  a 

dx  ==  V  cos  T  dl. 


g g 

/  = (variable  v) , 
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Mais  T  =  a,  en  première  approximation;  oh  Irouve 
donc 

fix  =  —  cos  a  —r=^ 

c¥ 

d'où 

cos  a    n^   vdv 

■^'^  ~X.  "F' 

OU,  en  introduisant  la  fonction  D, 

X  =  cos  a '—  (variable  i>) . 

c  ^  ' 

4"^  Ordonnée.  —  On  a 

dy  =:  i'  sin  T  df 

d'où,  par  le  môme  raisonnement 

y  =  sin  a (variable  v). 

■ 

5"  Résumé.  —  Les  formules  des  premiers  termes  du 
///•  tendu  à  rjrande  vitesse  sont  donc 

tg  T  =  tg  a,  ./•  ==  cos  a 

/  = .        y  =  sm  a (  variable  v  ; . 

3o8.  Second  terme  de  la  série.  —  i°  Inclinaison. 
— -  On  va  introduire  maintenant  1  hypothèse  que  t  n'est 
pas  loul  à  fait  égal  à  a.  L'hodographe,  en  développant 

r/u,  s'écrit 

cF 

cos  T  (//'  —  t'  sin  d-z  = vd'z, 

9 
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Mais   V  sin  t  (/t  est  infiniment  petit   par  rapport    à 

—  vd-z  et  l'hodographe  se  réduit  à 

'  cF 

cos  -  dv  = vdz 

il 
qu'on  écrira 

d'z  (j       dv 

COS"^  T  cos  T  Cl'  F 

Mais,  dans  le  second  membre,  puisqu'il  s'agit  du 
deuxième  terme  de  la  série,  cost  doit  être  remplacé  par 
cos  a  et  en  intégrant,  il  viendra 

I         r^'      dv 

tgT==tgaH /    (J-^rr, 

^  ^  c  cos  a  Jvo      ^F 

ou,  en  introduisant  la  fonction 

-tg  T  =  tg  a  H (j„  —  j)         'variable  v\ . 

2"  Temps,  —  Nous  avons  trouvé  l'équation  différen- 
tielle 7  I 

,  dv  q     .        dv 

dt  = =^  +  -V  sm  T  "Yrr . 

cv  C"  r  " 

11  sufiit  de  faire  siuT  =  sin  a  pour  obtenir  l'intégrale 

S  —  S„  sin  a   ,  , 

c  ^      c      '  ^^ 

ê 

en  posant,  comme  définilion  d'une  nouvelle  fonction 
balistique 

, ,       r  do 
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3""  Abscisse.  —  L'abscisse  est  un  peu  plus  compli- 
quée, car  Oïï  a 

vdv  a     .  vdv 

^  COS  T  +  -^ 

cr  c 


dx  =  V  cos  T  dt 


cos  T  H — ^  sin  T  cos  t    ^^ 


et,  dans  le  premier  terme  du  second  membre,  entre  cost 
qu'on  n'a  plus  le  droit  ici  de  remplacer  par  cos  a,  puis- 
qu'on négligerait  un  terme  en  — .  Posant  t  =  a  —  (a  —  t) 


on  aura 


cos  T  :=  cos  a  -[-  sin  a  sin  (a  —  t)  . 


Mais  Thodographe  peut  s'écrire 

'  cos  a 
c 

Donc  cos  T  =  cos  a  —  sm  a 

On  aura  ainsi 


(Jo  —  J). 
cos  a 


(Jo  — J) 


,  cou  y.  vdv        g    . 

dx^ îT ^smacosa 

c     et        c- 


L'intégration  donnera 


I  ,  ,vdv 


vdv 


¥' 


X  =  cos  a 


D  — D, 


9   • 
—  -^smacosa 


^^[Jo(Bo-D)-(A,-A)]  +  (K) 


— (D, 


en  posant  la  fonction  connue 


■— X' 


vdv 


(v  variable) 


X-  ->i 


..•-ït' 


■M 


-m 


■i^ri 
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el  la  nouvelle  fonction 

vdv 


(0 


J""  vdv 


4*"  Ordonnée.  ^—  On  a  pour  Tordonnée 

dy=  V  ^inzal  = ^^r-  sin  t  + -^r  sin"*  'z -rprr 

J  rF  r-  F^ 


Raisonnant  comme  pour  Tabscisse,  il  viendra 

>in  a  vdv       cos'  a  ,  .  vdv        q    .  ,,     vdo 

F^ 


,  sin  CL  vav      COS' CL,  .  vav        a    ...     

dy  = —-^ ^(Jo— J)-|r-  +  4-sm'a-:p^. 


c      F 


L'intégration  donnera 


y  =  sin  a 


D  — D. 


9  •  > 

C" 


colg"  a 


L    9 


[j„(D—D)  —  (Ao— A)  !+(£>  — (0, 


Les   mêmes   fonctions   balistiques  s'introduisent  donc 
dans  l'ordonnée  et  l'abscisse. 

5*^  Résumé.  —  Les  formules  du  tir  tendu  à  grande 
•  j 

vitesse,  avec  deux  termes  en  —  ,  sont  donc 


c 


tgT=tKa4- 


c  cos  a 


(Jo  — J), 


S  —  So  sina  ,  , 

f  =—^-9-i'{^-^:)^ 


X 


cos  a 


D  — D. 


9   • 
-T^smacosa 


-(j,(Do— D)— (Ao— A))+(0  — (£), 


4    ' 


=  siii  a 
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—  ^sin  a 


2^(j^(D,— D)~(Ao— A))  +  (0  — (D, 

avec,  seulement,  deux   fonctions  balistiques  nouvelles 

/•"  d\)  ^  C"  vdv 


F^ 


309.  Tir  horizontal.  —  Si  on  suppose  que,  l'hy- 
pothèse du  tir  tendu  étant  conservée,  a  tende  vers  zéro, 
l'expression  de  y  devient  identique  à  celle  du  tir  de 
plein  fouet,  car  le  terme  (0  —  (D^  étant  multiplié  par 
sin^  a  disparaît.  Mais  il  est  maintenu  dans  x. 

Les  seconds  termes  de  ^,  x  et  y  deviennent  alors  infi- 
niment petits  d'un  degré  plus  élevé  à  cause  de  la  pré- 
sence du  facteur  sina. 


§  2. 


Méthode   du   (:olo>'el   Jacob 


3 10.  Équation  du  colonel  Jacob.  —  Le  procédé 

utilisé  au  paragraphe  précédent  pour  établir  les  formules 
est  tW's  simple  et  très  rapide.  Mais  il  n'offre  pas  la  généra- 
lité d'un  autre  procédé,  indiqué  par  le  colonel  Jacob  en 
partant  de  l'équation  dincrentiellc  établie  du  n°  <)3,  qni 
permet  la  détermination  de  la  forme  même  du  terme  géné- 
ral de  la  série. 

L'équation  dont  il  s'agit  est  une  équation  du  premier 

clv 
ordre  si  on  prend  comme  variable  la  dérivée  yl,  =  -/-  .  Elle 

s  écrit  :  "'^ 


<i"  yo  +  f-yi 


(jy'v  +  "/u 


+(* 


V 


(). 
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Supposons  que  y  soit  dévcloppable  suivant  les  puissances 

ascendantes  de  -^  et  soit  le  développement  effectué  sous  la 
forme  ^ 

,,,  =  Y„  +  fY.+  (f)\.+  ...+  (f)"'Y,. 

Yq,  Yji...  Yn  étant  des  fonctions  inconnues  de  v  qu  il  s'agit 
de  déterminer;  leurs  dérivées  sont  Yi, YJ,',  Yl,  YJ'...  La  mé- 
thode consistera  à  former  j'J  et  jj,  au  moyen  de  ce  dévelop- 
pement, à  substituer  dans  l'équation  différentielle  et  à  éga- 
ler séparément  à  zéro  chacune  des  puissances  de  — .  On  aura 

ainsi  une  série  d'équations  différentielles  à  résoudre,  qui 
donneront  les  termes  successifs  de  la  série. 

Yi  est  nul.  —  En  effet,  l'équation  qui  donne 

sin  T  = r-^ — r 

v+gvv 

établie  au  n°  93,  permet  d'écrire 

V  sin  T 


3y^=—^^ — — 

+  sm  T 

9 

ou,  en  effectuant  la  division  : 

g  t;sinT        /^y^i;sin-^T  ,  nu  /  S' V  ii^!!^ 

yyv—-^    F    "^Uy     F^   (—'^Ty  "T^ 

On  voit  ainsi  que  le  développement  de  ^jj.  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  —  ne  doit  pas  contenir  de  terme 
indépendant  de  -^  .  On  posera  donc  : 
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3 1 1 .  Détermination  des  fonctions.  —  En  for- 
mant gy'.j  et  portant  s'a  valeur  ainsi  que  celle  de  gy'^  dans 
l'équation  différentielle,  puis  en  égalant  à  zéro  les  coefR- 

9     /9\^   /9V 
cients  de  — ,(  —  1   »()  •••,  on  trouve  les  formules  sui- 
vantes : 

îrn7  +  v^Yi(-Ç-.)=:o 


+  pï=" 


i>*Y.;'  +  v^Y',  (-y —  ,  )  +  -21. Y', y:,  -  Yf  +  -^ 


() 


^3Yl'  +  i;-^Yl(Ç-i)+P 


o 


P  est  une  fonction  de  v  connue  quand  les  équations  qui 
précèdent  ont  été  résolues.  Or,  on  sait  résoudre  l'équation 
dilîérenticllc  générale  : 

i'-'y;  +  «-^y;  (-Ç  -  i)  +  p  =  „. 

L'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  est  en  effet  : 

Y'  —  K    "" 

K  étant  une  constante. 

Considérant  K  comme  une  fonction  inconnue  de  v  et  la 
portant  dans  l'équation  différentielle,  on  aura  : 

dK  FF 

dv  v^ 

et  par  suite  : 

r  PF 

V         V     r^  FF 

2.). 


1 
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Pour  déterminer  la  constante  K,  il  suiïit  de  rapprocher 
les  deux  séries  écrites  à  la  lin  du  numéro  précédent,  qui 


V  sm^T 


donnent  Yn  =  ( —  i)"       ^^ 

Pour  i;  =  Vo,  on  aura 

V 
V  —  K    — 

,.  ,        .„  sin"a 

ou  K„=(—   l)«-:;^^3p-. 

*■  0 

1°  Calcul  de  YJ  et  de  Y^.  —  Faisant  P  =  o  dans  la  l'or- 
mule  générale  : 

ïa  -  JV„    p    -    p  J^^        ^,       . 

V  .  V 

il  reste  Yi  =  Ki  -rr  =  —  sin  oc  -p-  • 

On  aura  donc  : 

Y,  =  —  sin  a    /     -p^ 

c'est-à-dire  : 

Yi  =  sin  a  (D  —  Do). 

2^  Calcul  de  Yi  et  de  Y2.  —  Faisant 

il  viendra  : 

sin-a    V  ^     •    >     /  ^  ^  \  ''    ^os'a 

,   ^      V           cos^g     V 
^  sm-a  -pr —  -p-  (Jo— J). 
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Intégrant,  pour  avoir  Y2,  on  obtiendra  : 

.            '    ^     r^  ^dv         cos-a          r^  vdv    ,    cos-a    /* 
Y2  =  sin-a/     -jTT Jo  /     -t?"  H / 


f  f'i 
w 


c'est-à-dire,  en  introduisant  les  mêmes  fonctions  balistiques 
(|u'au  n°  3o6  : 


Y.  =  sin-a  ((Oo  —  (D)  — 


cos-a 


;jo(Do— D)  — (Ao— A)]. 


*i°  Premiers  termes  de   la   série. 


Comme 


y  =  ^+iY..  +  ..., 


on  aura  : 


/  =  sm 


D— D, 


9    •   , 


cotg-a 

L  •  9 


Jo  (Do— D)  — ■  ( Ao  —  A)  +  Ot)o  —  Ot) 


(]'cst  exactement  la  formule  qui  donne  y  au  n''  3oG.  5®. 

3 12.  Autres  éléments.  —  On  a  les  équations  diffé- 
rentielles : 


du 


cos 


2— 


cF 

V  cos  z  l 1-  sin  T 


V       cos  z  dv 


9 


dv 


9'  ^ 
9 


-\-  sin  T 


9 


-\-  sint 


Mais,  çl'autre  part  : 

F      a/  cF     c     ''^\c)     ' 


sinT 


i/    ^^  +  9/ 


— 1_  •  •  • 


il   „+l.Y.+  (^^lY-  + 


(^' 


y'i' 


m^ 


444 
d'où  : 


LES    TROIS    SERIES    BALISTIQUES 
c¥  .  CF  V 


<J 


sm  T 


c 


i  +  (f)-Y. 


Les  formules  deviennent  donc  : 
ch  dv 


cos-T 
dx 


cosT    cl 


fc[«+f^i+(f)"v; 


+  - 


=  -^cos{.+  fYl+(f)N-^  +  ..; 


d«  =  — 


^^  +  -f-Y;  +  (f  )  y;  +  ... 


De  la  formule  qui  donne  sinx,  on  déduira  sin-T,  puis 
I  —  sin-T,  puis,  en  extrayant  la  racine,  cos  t  développé  sui- 
vant les  puissances  de  1  —  J  .  Portant  dans  les  équations  ci- 
dessus,  faisant  les  calculs  et  les  réductions  (le  nombre  de 
termes  voulus  en  —  étant  conservés),  puis  remplaçant  YJ , 

Yo...  par  leurs  expressions  connues,  et  enfin  intégrant,  on 
aura  le  développement  de  tgx,  x  et  t  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  l'inverse  du  coefficient  balistique.  Ces  for- 
mules coïncident  avec  celles  du  n**  3()6. 

3i3.  Sur  la  convergence.de  ces  séries.  —  Les 

formules  du  |  i  ont  été  obtenues  explicitement  en  suppo- 
sant que  -p-  est  une  quantité  petite.  La  convergence  des 
séries  serait  donc  limitée  aux  points  de  la  ti^ajectoire  où 

Le  colonel  Jacob,  au  contraire,  dans  les  formules  du  §  2, 


cF 


V 

partant  de  l'hypothèse  que  gy[^  est  égal  à ^ 


SlUT 


ï  + 


cV 


•         f    JL 
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admet  que,  pour  que  ce  développement  en  série  convergente 

soit  possible  suivant  les  puissances  ascendantes  de  — ,  il  faut 

i,        ..   9  sin-c  ,  ,    . 

que  1  on  ait  -^ — = —  <  i ,  auquel  cas  on  écrira  : 

cr 


Comme  on  arrive  par  les  deux  raisonnements  aux  mêmes 
équations,  les  hypotnèses  ne  doivent  donc  pas  différer  au 
fond.  On  peut  remarquer  que  les  limites  de  convergence 
données  par  la  règle  du  colonel  Jacob  sont  beaucoup  plus 

larges  que  celles  qui  résultent  de  la  condition  -4^  =  i ,  à 

cause  de  la  petitesse  du  sinus  qui,  au  voisinage  du  sommet 
rend  le  facteur  g  sim:  particulièrement  petit.  Comme  le. 

cF 

point  défini  par  la  relation  sin  x  = est  le  point  de  vitesse 

minimum,  on  peut  dire  que  si,  sur  la  branche  ascendante, 

^   11     •  •       1     1     .     •     .  •  a  sin  a  ,     1,    , 

a  1  origine  de  la  trajectoire,  on  a       p —  <  i,  le  devetop- 

pement  en  (-î^  |  sera  convergent  jusqu'au  point  de  vitesse 
minimum. 


CHAPITRE   XIV 
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s^j  I .  —  Formules  dl  puemier  terme 

3 14.  Énoncé  du  problème.  —  Le  cas  du  tir  courbe 
à  faible  vitesse  considère  le  développement  des  équa- 
tions du  mouvement  suivant  les  puissances  croissantes 
du  coefficient  balistique  c.  Il  suppose  que,  sur  toute 

cF 

rétendue  de  trajectoire  considérée,  le  rapport de   la 

résistance  de  Tair  à  la  gravité  reste  petit  et  iniérieur  à 
l'unité. 

On  conçoit  que  le  développement  en  série  auquel  con- 
duisent les  calculs  comportera,  comme  terme  principal, 
les  formules  mêmes  du  vide,  puisque  la  gravité  g  sub- 
sisterait comme  seule  force  agissante,  quand  cF(o) 
déjà  supposé  très  petit,  s'annulerait  à  la  limite.  Les 
termes  suivants  représenteront  rinfluencc  de  la  résistance 
de  l'air  et,  dans  la  pratique,  le  nombre  des  termes  à  con- 
server variera  avec  la  grandeur  relative  de  cF  et  de  ry 
et  aussi  «ivec  la  précision  numérique  que  l'on  désire 
atteindre. 

Le  tir  courbe  à  faible  vitesse  est  applicable  au  tir 
des  mortiers,  où  les  projectiles  sont  très  lourds  [c  petit) 
et  la  vitesse  faible  (F(i')  petit);  on  pourra  alors  traiter 
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le  problème,  avec  une  loi  de  résistance  quelconque,  à 
condition  d'avoir  calculé  au  préalable  les  tables  néces- 
saires. 

Supposons  donc  que,  sur  la  portion  utile  de  la  tra- 
jectoire considérée,  soit,  pour  fixer  des  idées  depuis 
Tangle  de  projection  a  jusqu'à  l'angle  de  chute  w,  le 

cF      . 

quotient soit  une  très  petite  quantité   relativement 

à  1  unité.  D'ailleurs,  dans  cette  trajectoire  limitée  que 
nous  examinons,  qui  va  de  l'origine  au  point  de  chute, 

c¥(\  ) 

il  suffira,  puisque  Vç,  >  \^5  que  le  quotient  — ^^— ^  soit 

t./ 

petit,    car    c'est    la  plus  grande  valeur   qu'entre     ces 

.        cF 

limites  puisse  prendre  le  quotient . 

1/ 

3i5.  Développement  de  l'hodographe.  —  Soit 
donc  l'équation  différentielle  de  l'hodographe 

c 

il 

Si est  une  quantité  très  petite,  tendant  a  la  limite 

vers  zéro,  l'intégrale  de  cette  équation  différentielle  sera 
da  =  o  OM  u  =11^^*  C'est  la  propriété  de  la  conser- 
vation de  la  vitesse  horizontale,  caractéristique  du  mou- 
vement dans  le  vide.  En  portant  cette  intégrale  dans  les 
autres  équations  du  mouvement,  on  obtiendrait  évidem- 
ment les  formules  du  vide.  Elles  constituent  donc,  dans 
le  développement  suivant  les  puissances  ascendantes  du 
coefficient  balistique  c,  le  terme  indépendant  de  cet 
élément. 

Cherchons  maintenant  le  terme  en  c  à  la  première 
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puissance  et   pour   cela   posons  u  =  u^^  —  [u^  ■ —  «). 
Lliodographe  peut  s'écrire  identiquement 

(k 


■^ 


c 


ou  bien 


fia  =  —  «F 
9 


II 


COS  T  /      COS  T 


C 


IL 


da  =  —  [  a„  —  (il  —  a)  1 F 

(J  \  COS  T 


u 


—  u\      (h 


COST 


COST 


Développons  alors  \di  fonction  F  par  la  formule  de 
Taylor;  en  négligeant  les  termes  en  (u^ —  «)",  il  vien- 
dra : 

(h 


c 


du  =  —  u.  F 


II 


^COST/    COST 


C   , 


u) 


F  '   "'" 


COST/  COST         VcOST/ 


d-z 


COST 


Posons  enfin 


ff(j^)  _  F  i-^]  +  -^  F'  (-^ 

VcOST/  XCOST/  COST  \COS  T/ 

On  obtiendra  l'équation  différentielle  de  riiodograplie 
sous  la  forme 

g  XCOST/  COST       g  ^  '      \cost, 

2 

Tel  est  le  développement  de  l'équation  différentielle  de 
l'hodographe  suivant  les  puissances  ascendantes  de  c. 


du 


d-z 


COST 


3x6.  Terme  en  -—  de  Thodographe.  — La  fonction 
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F  ( — ^1  ne  dépend,  puisque  u^  est  une  constante, 
que  de  la  variable  t.  Il  en  sera  de  même  de  la  fonction 
F  ( — ^1  rfT.  Posons  donc,  comme  définition  d'une  cer- 

^  COS  T/ 

taine  intégrale 

Ç(t)  sera  une  fonction  de  la  variable  t  et  de  la  cons- 
tante Uq.  L'intégration  du  premier  terme  de  l'hodographc 
se  fera  alors  sous  la  forme 

u  =  a,— ^a,(Ç(a)— Ç(t)). 
On  peut  encore  écrire  : 

317.  Eléments  d'un  point  quelconque.  —  Portons 
la  valeur  de  u, 

a  =  u,  —  -^u,  [Ç(a)  —  Ç(t)] 
ou  celle  qui  en  résulte  pour  u^  : 

V 

u^  =  u?-2-^aS[Ç(a)-i(-:)]  . 

dans  les  trois  autres  équations  du  mouvement 

,             w    d-       ,              li^    d^       j             u^  d'z 

dt= :dx= :ay--= io^-z 


g  cosv  g  cost  g         cos"t 


il  =11. 
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on  obtiendra  le  système  suivant  : 

c 


9 


'^olÇW-ÇW] 


/       -r 


^  (tga-tgT)    +A^[x(a)-x(T)-Ç(a)(tga-tgT}] 


Un 


X 


'*'0    / 


a:  c 


y 


y=: 


COS-T 


Quand  on  connaît  la  l'onction  F(i^),  on. peut  calculer, 
par  une  méthode  quelconque  de  quadrature,  des  tables 
de  ces  intégrales  ;  ces  tables,  si  ¥{v)  est  cpielconque, 
seront  à  double  entrée,  Uy  et  t.  Elles  permettront  de 
résoudre  numériquement  le  problème  de  la  recherche 
d'un  élément  quelconque  d'un  arc  de  trajectoire. 

3i8.  Calcul  des  fonctions  Ç(t),  j{x)  et  Ç(t).  —  Soit 
par  exemple  la  fonction  F(i;)  représentéo  par  un  polynôme 
ordonné  suivant  les  puissances  cfc  v. 


fga-fgT)   +2^      [x(a)-x(T)— Ç(a)(tga  — tgT)J 
|(tg^a-tg^T)  4-2^  '-  [ç(a)-Ç(T)-iÇ(a)  (tg^-tg^'^)' 

Les  premiers  termes  du  second  membre  sont  les  élé- 
ments du  vide.  Dans  ces  formules,  figurent  trois  fonc- 
tions de  l'inclinaison  t  et  de  la  constante  a^,  ayant  les 
définitions  suivantes  : 

Jq      \cost/  cost 


¥(v)  =  A^y"  +  An  +  ji^"^*...  +  Apt'P. 
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On  aura  alors 


45 1 


\COS  T/  .  COS"  T  COS"  ^  ^  T  ^       COS'*  T 

d'où 

Ç(t)  ==  A,  a^  Çn(T)  +  A„  ^  1  «J  ^  ^.  Ç„  ^  1  (x) ...      +  A,  «»>  Çp  (x) 

X(x;  =  An«J  Xn(^)  +  An  +  1  «r  '  Xa  + 1  W-  •  •        +  ^P  «J  Xp  W 
Ç(x)  =  An«S  Ç„(x)  +  An  + 1  «r  '  Çn  +  1  (-) . . .       +  A  ,  M?  Çp  (x) 

Les  nolalions  Çi(x),  XiW  ^^  ÇiW  indiquent  ce  que  devien- 
nent les  fonctions  Ç(x),  y^{z)  et  Ç(x)  dans  le  cas  a  une  résis- 
tance Bn  l'n  ;  ce  sont  ces  valeurs  qu'il  faut  niainlenanl  cal- 
culer. 


1°  Çnf"^)-  —  »^i  oï^  ^  1^(^)  =  i^n  t'",  il  viendra 

Ml) 


F 


K  K 


xosx- 


cos 


^n- 


et  par  suite 

t/o        \cosx/cosx  jo  cos'^+^x 

Ç,i(x)  étant  la  l'onction  déjà  considérée  sous  cette  notation 
dans  la  théorie  d'Euler.  On  sait  connnent  on  peut  en  dresser 
des  tables  (i  h)). 

^/o  COS     » 

Intégrant  par  parties,  il  vient 


/l-l-  I 


COS 


n+1^ 


La  fonction  Xn  W  ^^t  donc  ramenée  à  des  fonctions  con- 
nues. 


7-.V.»: 


m^'^ 


4  5  2 
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dz 


VXJ-zy-Ona     Ç„(t) 


■/'^■"> 


IgT 


cos-  T 


Intégrant  par  parties,  il  vient 

Ç^^t)  est  donc  connu  et  calculable. 

Exercices.  —  Trouver  les  développemenls  en  série  sui- 
vant les  puissances  de  t  des  fonctions  ç('^),  x(")  ^^  ?(')»  ^^^^ 
le  cas  général. 


§  2- 


Sommet  et   point   de   chute 


319.  Sommet.  —  En  faisant  t  ==  o  dans  les  équa- 
tions du  n**  3 1 5,  elles  deviennent  les  formules  du  som- 
met sous  la  forme  suivante  : 


Vs  =  «„ 


u,,  Çf  a) 

9       '  ■ 


u 


2U5  c 


^■9 


tg^aH ^- 

9    9 


Ç(a)  ç(a)tg^a 


3i>.o.  Point  de  chute.  —  Si  dans  la  dernière  des 
équations  du  n°  3 1 5 ,  on  fait  j  =  o,  on  devra  reiriplacer t 
par  Tangle  de  chute  co  et  on  obtiendra  une  relation 
entre  a  eto),  qui  est  la  suivante. 


c 


o=tg'-a  —  tg"^co  +  4  — 

«y 


Ç(«)-ÇH--Ç(a)(tg-^a-tg-^a.) 


■  ^      -^  '      - 
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Mais  (0  diffère  infiniment  peu  de  —  a  et  est  un  peu  plus 
grand  ;  posons  donc  co  =  —  (a  +  s),  £  étant  une  très 
petite  quantité  à  déterminer. 

En  se  reportant  à  la  définition  des  fonctions  Ç(t),  xW? 
Ç(t),  on  voit  immédiatement  que  Ç( —  t)  =  — §(")'/ 

X(—  t)  =  x('^)  '  Ç(—  ^)  =  —  ÇW'-  ^^^^  1  ^t  Ç  sont 
des  fonctions  impaires,  comme  tg  t  ;  x  est  une  fonction 
paire,  comme  cos  t. 

Dans  la  relation  entre  a  et  w  ci-dessus,  on  pourra 

remplacer,  dans  le  terme  où  — >  est  facteur,  w  par  —  a, 

car  on  ne  négligera  ainsi,  dans  l'expression  de  tg  w, 

c 
qu'un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre  en  —  . 

On  aura  ainsi  : 

OU,  d'après  la  parité  de  Ç, 

'     tg-^  a>  =  tg^  a  +  8  ^  ?(»)     . 

i/ 


ou  bien,  en  extrayant  la  racine 


Igw^ 


tga  +  4 


0    gW 
9   tgaj. 


Si  .o>n  porte  la  valeur  ainsi  trouvée  en  remplacement 
de  tg  T  dans  les  formules  du  n'*  3i5  et  si  on  fait  les 
réductions  nécessaires,  on  a 


rl==--^     2tga  +  4—  7^— 
9    l  9    tgaj 


2  ii-ÎÇ(a)tga 
9    9 


2tga  +  4 


^  Ç( 


a 


^ 


9   tg^J 


ws    c 


-4-y^Ç(a)lga, 


/'' 
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LVnsenible  des  formules  du  point  de  chute  sera  donc 


a 


*•> 


u. 


I  —  s»  -  Ç(a 
.7 


tg  oj  =  —  tg  a     ï  +  4  -  Ç  >.;  cotg^  a 


1      =  — -  tff  a 

9 


•  -  7  (5(«)  -  2  Ç(a)  cotg-^  a) 


\ 


2U 


.</ 


-tga 


!/ 


>  —  2  -  iÇ»  —  Ç(a)  cotg-  a) 


Les  expressions  des  quantités  correspondantes  dans  le 
vide  ont  été  mises  en  facteur. 


^2l,  Résumé-  —  î^es  fornmles  du  Tir  courbe  à  faible 


c 


vitesse,  bornées  au  terme  en  —,  en  posant  : 

!J 

A^^  =  2  Çi  a ,  (0,  =  2  Ç(a)  —  2  Ç(a)  cotg-^a 

fB,  =  4  Ç(a)  cotg-  a  ^L\  =  Ç(a)  —  x(a)  cotg  a 

^1  =Ç»  — 2Ç(a)cotg-a 


sont  donc  les  suivantes, 


Sommet. 


V,=u„    I  — 


'■'J 


~x.. 


U^tg^/      _^_C^^ 


a, 


X 


Po//2^  de  cluile. 

21/,,  /  C  \ 

=  — iitga    I CJ 

.7  ^         »      / 


tgw 


-tga  (H--3i, 
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Le  problème  sera  résolu  si  on  possède  des  tables  des 
fonctions  eilo^,  63^,  etc.,  calculées  avec  la  fonction  F(îj) 
expérimentale. 

3  22,  Formules  différentielles  du  point  de  chute. 

—  On  se  propose  de  rechercher  quelles  sont  les  petites 
variations  occasionnées  aux  éléments  du  point  de  chute 
par  les  petites  variations  ôc,  ÔV^,,  ôa  des  données  à  l'ori- 
f<ine  c,  V^  et  a. 

Soient  X^  et  T' la  portée  et  la  durée  du  trajet  dans  le 
vide  ;  les  équations  du  point  de  chute  s'écriront  : 

,„(.-^..,);         Ï=T'(,_^S,); 

tg(o  =  -lga(i+-Î35.);    X=X' (i  — î  (0.)  . 

Si  on  difi'érentie  ces  équations,  on  obtient  les  formules 
suivantes  : 

Oo)  da         .    I  ^  /  ^  \  dX       ôX'       I  ^ ,       . 


M...       ==  U 


sin(ocoscL)      sinotcosa      9  ^         ^'       .7 

Démontrons  par  exemple  la  dernière.   Difterentîant 
logarithmiquement,  Téquation  qui  donne 


x  =  x' (._£<..) 


il 

on  aura 

dX         ôX'         I       0(c(î),)  OX'         I   ^,      ,  X 

.7      ' 
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C 

et  comme  X=  X'  à. un  terme  en  —  près,  la  démons- 
tration est  établie.  ^ 

ï"  Variation  ôc.  —  Les  variations  dues  à  de  étant 
nulles  dans  le  vide,  on  aura  immédiatement  les  for- 
mules : 


= -^ri^c        ou        ôa,.      = —  (Uy  —  u,) 


d^'^                       ï       ^                       A  ^<*>                                 /                                            ^   de 

— r-  =  - ^4  tg  a  Oc  ^=:— (tga+tgto)  — 

-7^   =  —  —  efic  ÔT      =_(T_T)  — 

<^X                 I     ^\  ^,,                 ,_,      _,  de 


= a\dc  ÔX      =.— (X'— X) 


c 


2"  Différentiation  des  fonctions  Ç(t)  e/  Ç(t).  —  Pour 
obtenir  les  variations  des  autres  éléments  il  fau^t  calculer 

les  dérivées  telles  que  -^^  ,  -^  ,  etc.  Mais  les  fonc- 
tions distinctes  qui  entrent  dans  les  formules  tant  du 
point  de  chute  que  du  sommet  sont  seulement  §(':),  y(':) 

et  Ç(t)  et  il  suffit  de  savoir  former  -rrr^,  \^  ^  ,  etc 
a)  On  a  :      Ç(a)  =  "  Tf  f-^^  -^ . 

^    ^  Ju  VCOST/    COST 

L'intégration  sous  le  signe  /  donne  immédiatement 

du^  Jq  VCOST/    cos-T  ' 

D'autre  part  : 

ôa  \  cos  a  y  cos  a  ' 
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h)  On  a  :         x(*)  =   /' ? (')  -^  • 


Intégrant  par  parties,  il  viendra  : 

x(a)=ç(a)tg«-;/;F(^)„.-;^. 
On  aura  alors  : 


t 


l\« 


OS  a            fV/  /    '*.    \              fi"- 
tg  a  -^  —   ;    F      — -     «K-^  ^, 

ou.  Jy  \COST/  COS-T 


cl  craiitre  pari  : 


Ç('-) 


Oa  ^      COS"  a 

f"  /  V  dz 

Intégrant  par  parties,  il  vient  : 
On  aura  ainsi  : 

Ofi^j  2  OW^,  2  Jo  VCOST/  COS-T 

Puis  : 

323.  Variation  dX.    —   Nous    calculerons    seule- 
ment ici   la  variation  OX. 

lULISÏIJlK.  -xo 


•  ■  rr'  ■ 


^ 
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On  a  d'après  les  formules  du  n°  3x8. 

i)X        dX'        c   /d(0,   ,  dcô,  , 

avec  CO^  =  2Ç(a}  —  aÇfa)  cotg^  a. 

D'après  les  valeurs  trouvées  pour 

OÇ(a)  ^^         rfl;(«) 


rfa^  cIuq    ' 


on  aura  : 

0^,         Jy  \COST/  COS'^T  ^      ,,'0  \COST/    ^    '       ^/t  *^ 

et  d'après  les  valeurs  trouvées  pour 
on  a  : 


a 


Oa  cos  a        V  cos  a  /         sm  a  cos  a 

D'autre  part,  on  a  : 

OiZy  =  cos  a  ôVq  —  V(,  sin  a  da. 

1°  Variation  OY^.  —  On  aura  : 


• 


OX         i)\'        _c 

9 


TT-  =  -rn ^i  f ^^  cos  a  dV, 

X  X'         ^/    *^  ''  * 


Mais  comme       X'  = 


Vq  sin  2  a 
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il  viendra 

^  ~.    V„     +  tg  2a 
el  par  siiile 

a"  Varialion  ùa.  —  On  aura  : 

A        X'      y  L  cosa     \cosa/       su 

l'osant  : 
t,,,)  =  -,,.,W,g,+^[F(^)- 
il  viendra  : 


X  ~     a» 


-«,Wfc. 


334-  Première  application.  —  Innoiio/i dV„ rfaii: 
cns</eF(i'i  =  IV-  — '■orstl'i'on  iait  F(u)==B„un,  la  foi-mi 
(J I  S)  (ini  donne  la  portée  \,  devient,  en  lenanL  compte  i 
reltitions  du  n°  'ii6  : 

\=\'  r,_iÎB.«;[Ç.(»J-Ç.(")cois'a]l  =\'[,-\\ 

A  ùlaiil  une  Ibnction  de  a  seulement  et  non  de  Vg. 
On  «urn  doue 


Remplaçant 


/i6o 

il  \io!ulra 
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■¥=  ('-'-"  +  ''.  x^) 


V,  ■ 


Exercice.  — Démontrer  dircclemcnt  que  la  fonction  O^fa) 


est  égale  à 


1  —  /Y; 

0 


325.  Deuxième  application.  —  Ancjle  déportée  maxi- 
mum (cas  de  F(y)  =  BnV").  — L'équation  du  numéro  précé- 
dent qui  donne  la  portée  X  s'écrira  en  mettant  a  en  évidence 


\  =  v^ 


SHl  '2  a 


9 


•ic 


'  -  —  ^-K  :Çn(a;-Ç,(a)cotg^  a 

dX 


Le  maximum  de  portée  correspond  à  la  condition  -r—  =  o^ 
ce  qui  en  posant 

c 

P  =  -T  13u«ï  . 

conduit  à  l'équation  suivante  : 

ï  —  '^9  (Çn(a)  —  Çn(a)  cotg^^aj] 

ôÇn(a)       ô(Çn(a)cotg^a) 


cos  '2  a 


p  sm  2a 


da 


da 


^in  ^a  3^  [Çn(a)  —  Çn(a)  cotg-  a 


] 


o 


L'angle  de  portée  maximum  cherclié  est  très  voisin  de 
-;-.  Posons  alors  a  :=:  - — [-  £  et  proposons-nous  dedéter- 

'2  i.| 


nuner  s. 


TT 


On  a  d'abord       cos  i  ( j-  s     =  —  '^s. 


Dans  la  première  parenthèse,  le  terme  en  p  disparaît  comme 
devant  être  multiplié  par  e  et  par  suite  devenant  du  second 
ordre. 
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ap 


Dans  les  deux  autres  termes  où  p  ou  -r—  est  facteur,  on 


TU 


ôa 


pourra  remplacer  simplement  a  par  -— . 

Où  ^ 

Gomme  d'ailleurs  — ^  =  —  no  tg  a,  on  aura  l'cquation  de 
condition  suivante  : 


t)-?.!. 


L  4  4 

Or,  on  peut  exprimer  Çn('^)cn  ibnction  de  Çn('f)  et  de  Çn+2('^) 
(3i6),  puis  Çn+iC'^)  en  fonction  de  Çji(t)  (  1 59) . 
D'autre  part 


dx 


^ÇnW  SsWlg- 


cos 


n+1 


dz 


COS  T 


On  a  donc  tous  les  éléments  pour  faire  le  calcul  ci-dessus 
qui  conduit  à  la  formule, 


^^n  *  0 


«  +  •■'     9]       '-^ 


7r\  îL±i" 


Au  moyen  des  tables  de  la  fonction  Çq,  pour  diverses 
valeurs  de  n,  on  peut  dresser  le  tableau  suivant  qui  donne 
la  valeur  de  l'expression 


Hhn 
2     -^ 


9 


cB,Vn 


ou 


p 


H  -- 

-  2 

—  I 

0 

I 

2 

3 

4 

4£ 

0 

t 

—2,480 

—2,140 

-1,762 

1    ,333 

-0,841 

-0,267 

-f-0,41:) 

+o,fpo 

Ainsi  qu'on  le  voit,  e  s'annule  pour  une  valeur  de  n  com- 
prise entre  3  et  4.  Au-dessus  de  cette  valeur  de  n,  l'angle  de 


26. 


462  LES    TROIS    SÉRIES    BALISTIQUES 

portée  maximum  est  plus  grand  que  4 5°;  au-dessous,  au  con- 
traire, cet  angle  est  plus  petit  que  45°. 

Cette  conclusion,  établie  pour  le  cas  d'une  résistance  inli- 
nimcnt  petite,  est  valable  même  pour  une  résistance  Iinie,  à 
condition  que  la  série  dont  on  étudie  le  premier  terme  soit 

cF 

convergente,  c'est-à-dire  que  le  rapport soit  ])lus   petit 

(pie  l'unité.  ^ 

3î>.6.  Point  de  vitesse  minimum.  —  On  a  (:^i  >)  : 

c  c 

vcos'z  =  Uo—  -  Uo [Ç(a)  —  Ç(t)]  =  Y ,  +  —  V ^'^{-z) . 

t7  «y 


donc 


dv  .  c         dÇ('û) 

COS  T  -1 V  Slll  T  =  —  V  . 


Or  (il',) 

^  ^  \cost/    cost 


Faisant  -t-=  o,  et  remarquant  que  t  est  très  voisin  de 

()  (à  un  terme  en  —  près),  on  écrira 

9 

sin  T,„  =  —  -  F(u,) 

qui  fait  connaître  l'angle  ^n^  de  vitesse  minimum. 

Comme  le  développement  de  Ç  '^)  en  série  donne  pour  le 
premier  terme 

Ç(t)  =  1  F(«o)  ou  sin  T  F(mo) 

il  viendra,  pour  la  vitesse  minimum  i'^,  l'expression 


V  —  y 

*  m  '  s 


c" 


ï  -  Y  A'^(«o) 


=  Vs  COS^T,,,, 


i',jj  ne  diflère  donc  de  Vg  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  du  second  ordre. 
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§   3.    —   Second   terme   de   la   série 

ixy.  Intégration  de  Ihodographe.  —  Nous  nous 
proposons,  dans  ce  ])aragraphe,  de  poursuivre  la  solution 

du  problème  jusqu'auv  termes  en  —rr  inclusivemenl. 

En  y  conservant  ce  ternie,  Téquation  différentielle  de 
rhodoo:raplie  a  été  mise  sous  la  forme  (3i3) 

(/  \  COS  T  /  COS  T     .7  V  COS  T  '  COS  T 


OU 


\  COS  T  /  COS  T 


En  néffligeant  ïg  2°  terme  du  second  membre,  nous 
avons  inléfrré  Pliodo^^raplie  sous  la  forme 

a  =  //.,  —  -J-  a,  [Ç(a)  —  Ç(t)] 

Remplaçant  alors  dans  le  terme  négligé  a^  —  a  par 
sa  valeur  principale,  on  aura,  en  intégrant  : 

a=«„-^«„[Ç(a)-?-)J-i;«„/[i(.)-Ç(.):|<7(J^^)^ 

Posons  comme  définition   de   deu\   nouvelles  inté- 
grales 

^  Jo  \COST/ 


ç"(t)=ri(.)^(3-; 


COST 
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Convenons  de  plus  pour  la  simplicité  de  l'écriture  : 
i*"  De  dési^mer  par  une  notation  entre  crochets  [ti],  [t]., 


ni 


\x  ,  les  éléments  calculés  a>ec  le  terme  en  — ir,  les  nota- 
tions  «,  /,  X  désignent  ces  mêmes  éléments  quand  on 


(' 


ne  conser>e  (jue  le  terme  en  — . 

3"  D\'crireÇ,  Ç,  Ç"...,  au  lieu  de  Ç(t),  Ç(t),  Ç"(t)..., 
otÇa,  C'a,  Ç"a...  au  lieu  de  Ç(a),  Ç(a),Ç»  (a)... 

On  aura  alors  pour  la  vitesse  horizontale  [u]  avec  ces 
notations  : 


[« 


u 


!/' 


«„iç"  — ?'ia  — i"«+5'«Ç«]. 


328.  Temps.    —  Portant  celte  valeur  de  \[u]  dans 

l'équation  [/ 1  = /    u t. —  il  viendra  : 

.7  t'ft 


COS-T 


.     .7     ff  L^«  COS    '7  Jo      ^ 


rfT 


COS"^  T 


_(Çiia— Ç'aÇa)(tgT  — tga)J. 


Posons,  comme  définitions  de  deux  nouvelles  fonc- 
tions : 


x"W  =  fi" 


COS"'': 
ck 

COS^T 


Il  viendra  : 


I     c 


i]  =  t—JY  «o[x"-X^5a— tgT(Ç"a-Ç^aÇa)-x"a 

+  X^aÇa  +  tga(Ç^»a  — ÇaÇa]. 
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329.  Abscisse.  —  Remarquons  que  si  on  élève  [a] 


c 


au  carré,  il  s^ntroduit  dans  u\  un  terme  en  —^qul  est 


^«^(Ç«-?)^  et  qui  avait  ét.négligéau§,(3.5).On 
doit  le  faire  entrer  maintenant  dans  le  terme  en  c"  et 


écrire  : 


Portant  dans  l'équation 


[x 


= /     M- 


(h 


COS'T 


on  aura  : 


9  r 


^iv_  2^mÇa  —  tgT  (2Ç"a  —  2ÇaÇ'a  —  C'a) 
X^^  a  +  2x"^aÇa  +  tga  (2Ç'^a  —  2ÇaÇa  —  Ç-a)  ] 


en  posant 


'  x'-'w^jT^f 


?+?') 


c/t 


COS'T  ' 


r/T 


COS-T 


33o.  Ordonnée.  —  La  même  valeur  de  [iif  portée 
dans  Téqualion 

((y  = tg  T :r- 

g  cos-T 

donnera  : 


Ç^—  2ÇÇa tg^T  (  2?»^a  —  aÇ'aÇa — Ç^a) 


>■,.  .■■ 


1 
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d'z 


COS 


2^' 


(/t 


i53i.  Point  de  chute.  Angle  de  chute.  — D'après 

leur  définition  : 

les  fonctions  5^,  Ç\  5^',  5^"',  Ç"  sont  paires  ; 

les  fonctions  Ç,  Ç,  Ç',  Ç\  5^"  et  j^^  sont  impaires. 

1"  Pour  avoir  le  point  de  chute,  on  fera  [y]  =  o.  Mais, 

•> 

dans  le  terme  en  — j  ,  on  devra  remplacer  simplement 

T  par  —  a  ;   d'après  la  parité  des  fonctions,   il  reste 

donc  : 

4     C"      .>v:  *-i 
o  =  y r  itoÇaÇ'a. 

.9    .9" 
En  se  reportant  aux  équations  du  n^  3i5  on  aura  : 


m 


y  =  -^(tg^a— tg-co)  + 


a"*  Mais,  dans  le  second  terme  du  deuxième  membre 

c 
qui  est  multiplié  par  —  ,  on  pourra  remplacer  tg(o  par 

4c     Ça  "1       ,         .         ,  „  .. 

valeur  trouvée  au  n   o  1 7 . 


tga 


9     tgaj 
D'autre  part  on  a  : 


Ç.,.  =  — Ç(a4-s)  =  — Ça  — 


doL 
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4^7 


Mais 


dZ_ Ç^-  tg  a 

doL         cos^  a 


et 


£=— (a+(o)  =  — (tga--i-tgw)cos'a=4~— -  cos^a. 

On  a  ainsi  : 

Çc.  =  —  Çy-  —  4  —  Ç^Ç^- 

3""  L'angle  de  chute  sera  alors  donné  par  la  formule 

tg^w  =  tg^a  +  -^  Ça  +  ^  Ça  [4Ça  -  C'a]. 

332.  Autres  éléments.  —  La  même  mélliode  appli- 
quée aux  équations  des  autres  éléments  donnera  les  for- 
mules suivantes  : 


c  c 

"„  I  =  «„  —  2  —  «„Ça  —2-r  H„ 

'J  il 


aÇa-^  F(\ J_|aÇ'a^ 


sina 


j 


il 'J 


X"a+  (ÇaÇa — Ç"a)  tga— 4ÇaÇacolo  a 
+  2COtga   Ça(4Ça — C'a) — 2 


4ÇaÇacotga+2Cotga 


(2ÇaÇa  — 2Ç"a+Ç-a)  tga—  2Çax"'a 

2Ç'a 


ia(4Ça— C'a)  — 


[tg^w]  =  tg^a  +  8-î  Ça  +  8-^Ça  [4Ça  —  C'a] 
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333.  Résumé.  —  Les  formules  du  second  terme 
pour  le  point  de  chute  introduisent  huit  nouvelles  fonc- 
tions de  Tan^le  de  projection  et  de  la  vitesse  initiale 
horizontale  ;  en  mettant  en  facteur  le  terme  correspon- 
dant du  vide  elles  se  mettent  sous  la  forme  : 


u..  =  Wo 


t^to 


.7  il'      ' 

Il  ff    ' 


Les  fonctions  c-l)^,  53^. . .  ^L2,  %. . .  peuvent  être  réduites 
en  tahles  numériques  à  double  entrée  [ii^  cl]  calculées 
avec  la  fonction  F(/')  expérimentale. 

334  Exercice.  —  Dans  les  cas  de  ¥(v)  =  B,,u",  démon- 
trer qu'on  a  : 

Çi  =  (H  +  1  )?  ; 


ih 


^  :a     Jo        cos't' 

x'"=(>*+*-^)x  . 
x''=(>*+'^)x"- 


§4    —  Quelques  probliîmes  relatifs  au  tir  courbe 

a  faujle  mtesse 

335.    Application    de    Téquation    du    colonel 

Jacob.  —  Cherchons  à  quelles  formules  conduit  l'équa- 
tion dilïérenticlle  entre  y  et  v  {i)\)  : 


0 


c¥ 


+  r/t' 


1 


cl' 


iiïv  -+-  vy,_ 


(tir)*'-=- 
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quand  on  cherche  à  la  développer  non  plus,  comme  au 
chapitre  précédent,  suivant  les  puissances  de  -^ ,  mais  sui- 
vant les  puissances  de  — . 
Posons  donc  : 

<,j  =  z,  +  ^  z.  +  (y)'z,  + +  (^jj\. 

Zo,  Zi,..  Zn  sont  des  fonctions  inconnues  de  v  qu'il  s'agit 
de  déterminer;  leurs  dérivées  sont  ZJ,  Zi',  ZJ,  Z'{... 

La  même  méthode  de  substitution  qu'au  n°  3()8  sera 
appliquée. 

On   a  Zo   =   —   V.    En   efî'et,    l'équation    qui   donne 

,                   V  sin  T                                .                       cF      ^ 
gy^  =  —  — r; montre  que,  si  on  suppose très 

1-  sin  T  ^ 

petit  et  négligeable  devant  sinT,  on  a  gy'^  =  —  v.  On  posera 
donc  : 

On  formera  g/J,  on  portera  ces  valeurs  dans  l'équation 
dilïérentielle  en  y'^  et  j'u,  puis  on  égalera  à  zéro  les  coefïi- 


,     c      /c\-       /c\^ 
cicnts  de  —  ,1  —     ...     — 
9     \9J        \9  J 


En  ordonnant  tout  d'abord  par  rapport  au  coefïicient  — 
l'équation  dilïérentielle  entre  j  et  u,  on  a  :  ^ 

(?/»+")='+  (y)  V  [gvy,  -  gy?+gv  (-|-  _  i)  gy'^ 

v¥'         \    ,1 

Remplaçant  alors 

(gy',  +  Vf  par  y  [z{'  +  3  j  Z'.'Z^ 

BALISTIQUE. 


gv" 


-^ 


H  ■ 
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5,//   par  _  ,  +  -1  Zi'  +  (yj  Zi' 

3V;»  par  -  f'  +  3  y  "^zi  -  i  (^)  ^z;^  +  3  (£j  %^z: 

j,.^;.  par  +  u—  -^  y  vZ[  +  (jjzi^  -  .   (i-)  %Z^ 


c  /  c 

^7;    l^ar—v  +  jZ[+ij)  Z', 


et  égalant  à  zéro  les  coefïicienls  des  mêmes  puissances  de 


—  ,  il  viendra  : 
9 


vV 


»''Z1'  +  IT  -     -^  +  -p- )  "'Z,'  =  (, 


w^'z;'  +  z^ 


72' 


F- 


V 


"F 


'2 


+ 


V2p 


Zi"  =  (>. 


La  première  équation  est  une  équation  de  BcrnouHi. 
Les  suivantes  sont  linéaires,  Zf  étant  remplacé  par  sa  valeur 
tirée  de  la  première  supposée  résolue. 

Intégration  de  V équation  en  Z^.  —  Pour  résoudre  Téqua- 
tion 

Z?         /  vF'\ 

^  Zi  +  -pi  —  ( '-^ p-1  v-Z[  =  0 

prenons  pour  inconnue  la  quantité  s^  telle  que 


d'où 


z[  =  v:  ' 


1 


—  —        1 

'2 


Zf  y       2  ,,y       3  y/ 


Portant  cette  valeur  dans  Téquation,  il  vient  : 

_s^    ,    _2_         aP  -2 


vF^ 
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L'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  est  : 

Log  ^  V'F^  =  const. 


ou 

G 


V 


Pour  déterminer  la  constante  G,  on  écrira 

dC       1  1 


d'où 


dv    v'V'         vV 
G  =.  V-  +  Q. 


On  a  donc  : 


f-+C,  .  „,.  v'V' 


Y 


et        z;^  =  — 


Pour  déterminer  la  constante  Gj,  on  part  de  l'équation  : 


V  sin  1  r 

.  _L.  Cl  n  »- 


C 


F 


—  1 


4- SUIT  *-  "^ 

9 

et  en  développant  par  la  formule  du  binôme,  il  vient  : 

cVv 
•^^  g  sm  T 

On  a  donc  : 

v¥ 


smi 


Y  Y 

et  par  suite,  à  l'origine  :  (Zi')o  = y 


On  aura  donc  :  ^"^  ^ 

V5  +  Q  =  VJFS  -.ppj  =  VJ  sin^a 


d'où 

Gi  ^ VJ  COS^  a  =  —  M*. 


1 
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Il  on  résulte  que 

(.^  -  «?)  =^ 

et 


Ainsi  donc,  on  aura  : 

La  série  qui  exprime  r  eu  l'onction  de  r,  introduit  donc 
des  fonctions  balistiques  nouvelles  ;  mais  de  même  que  par 
la  méthode  suivie  précédenmient  (Hi  j)  s'introduisaient  des 
fonctions  de  t  et  de  Uo,  de  même  les  fonctions  balistiques 
introduites  par  la  méthode  du  colonel  Jacob  renferment 
outre  la  variable  v,  la  constante  Uq. 

Des  tables  à  double  entrée  seraient  donc  également  né- 
cessaires pour  résoudre  le  ])roblème  balistique  dans  le  cas 
du  tir  courbe  à  faible  vitesse. 

On  peut  d'ailleurs  passer  des  formules  ci-dessus  du  colo- 
nel Jacob  à  celles  qui  ont  été  établies  précédemment  (3 1 5), 

Exercices.  —  Nous  ne  poursuivrons  pas  plus  loin  le  déve- 
loppement de  cette  intéressante  méthode;  nous  donnerons 
seulement  à  titre  d'exercices  les  résultats  principaux  obtenus 
par  le  colonel  Jacob. 

i"  Pour  déterminer  le  second  terme,  on  a  l'équation  privée 
de  second  membre 


o 


qui  se  résout  par  la  formule 


Z.'.= 


W-  —  li^lY 
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Ci  sera  déterminé  par  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  ;  on  écrira  : 

dG>  I  v'F' 


•  G,=  f\v'^—ul)ï  v^FF'dv, 

dx  uV 

2^  x'o  désignant  -7-  et  /[.  =  j-  ^   démontrer  la  formule 


^r.^ 


^9^ 
Posant  : 


9'^'.'+9y.']={v+9y'.y- 


gx'.  =  Xl,  +  ^X,  +  Q'\i 


démontrer  que 

uVn  sin  a 


0 —  ^         , 

(u-  —  vl  sin^  a)? 


i"  On  a  : 

9 
et  par  suite  : 

cvFt',  =  '-Z[-\-(~yZ!,+... 

4**  Si  on  fait  «(,  =  o,  on  se  trouve  dans  le  cas  du  mouve- 
ment vertical  ascendant  ou  descendant.  On  retombe  sur  le 
développement  en  série  indiqué  au  n^  82. 

r^"    V'Fdv 
5^  Montrer  que  pour  F(v)  =  BnU",  la  fonction  /     p 


.  '*   . 
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ost  intégrablc  si  n  est  un  nombre  entier  et  qu'elle  ne  dépend 

i' 

plus  que  du  rapport 

Hq 

Wi.  Méthode  de  Siacci.  —  Dans  le  problème  dit 
des  facteurs  jide  Siacci  (ii8<)),  nous  avons  dit  que  cet  auteur 
avait  considéré  la  série  développée  suivant  les  puissances 
ascendantes  du  coefïicient  balistique,  c'est-à-dire  la  série  du 
tir  courbe  à  faible  vitesse.  ^  oici  comment  il  conduit  les  cal- 
culs : 

L'hodographe  d{v  cos  t)  ==-  vF(v)d'z 

sera  d'abord  écrit  identiquement 

c  c 

d[v  cos  t)-  =  '2  —  v-F(i')  cos  'z  d'=  —  i>(v)  cos  t  d-z. 

Soit  posé  1»-=  '^(t)  c'est-à-dire  v  exprimé  en  fonction  de  t. 
Si  nous  supposons  que  'i/(T)  est  développée  en  série  de 

Mac-Laurin    sui\ant  les  puissances  ascendantes  de  -  ^   on 
aura  :  9 

,  ^  ^      c  (d'W    .  c^    I    /ci-^}\    ,  c^      1      /d'^\ 


On  aura  donc  : 
(/cos-T 


c  /d'l\      .  „      . 


l_L_(}^]        _ 
^^  1.1 3  \  dc^  /  0 


f/L 


c-    I 


0     g- 1.1 


le" 


+' 


coszdz. 


En  identifiant  les    termes  qui   multiplient    les    mêmes 
puissances  de  -,  on  a 

d  cos-  T  àoiy)  =  o 


d^' 


d  cos-  '^  {-j-j    =  <î>o  cos  -ï  dz. 


'"^ 
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COS  T  dz 


a  COS-  T  (  -7— )   =  S  (--7--  1  COS  X  ax. 


La  première  équation  donne  : 

cos^  z  •%(':)  =  const. 

c'est-à-dire 

V-  COS-  T  =  V5  cos"^  a. 

r^a  deuxième  donne 


'''(i)o=/'*«^'^^'°''''' 


COS 

et  comme 

*„(t,)  =  hv'-F(v)l  =  '1  -^  F  {— 

,"^  ^  '-  ^  ^-^"  COS-  t       \COS  T, 

on  trouve 


0     COS-  zjff^ 


de/  0       COS-  TJa  \COS  T/COS  T 

c'est-à-dire  en  se  reportant  aux  notations  du  n°  3 14. 


l)r^.m-m 


Les   deux  premiers  termes  de   v^  =  'j'(':)  seront   donc 

«^  =  «;+•.  y  «5[ii(.)-i(a)]. 

ce  qui  est  bien  l'équation  du  n^  3 14. 
Exercices.  ' —  1  ^  Trouver  le  terme  en  — 

g' 

'1^  Trouver  par  cette  même  méthode  les  développements 
de  /,  aï  et  j. 
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334.  Exercices  sur  Tangle  de  portée  maxi- 
mum. —  i^  Le  calcul  numérique  montre  que  la  valeur 
pour  laquelle  £  s'annule  ('i'i*i)  est  très  voisine  de  3,4142... 

soit  '2.  +  Y'j. .  Elle  est  probablement  égale  à  ce  nombre  sans 
qu'il  en  ait  été  donné  encore  de  démonstration  rigoureuse. 

'1^  Démontrer  que  s  ne  devient  jamais  négatif  pour  des 
valeurs  de  n  supérieures  à  2  -)-  y  7. .  On  pose 

Kn  =  (n-  4-  n  ^  4)?ii  —  ni  2 

et  on  démontre  que  K^+2  —  j^^  ^g^  positif  pour  des  valeurs 

de/i  >  4.  D'autre  part,  entre  2  +  v  2  et  4  +v  2,  on  démontre 
le  même  théorème  en  dérivant  K^  par  rapport  à  n.  On  a 


R;=.(2/i  +  i)Ç,  +  (n2+  n-  4)  Ç;-(i+nLog2)v/2-^^ 
et 

cfgn  __  d  r  di  r   dz 

dn   ^dnj  cos"^*  "^      J  cos-^+'x^^^  ^""^  '' 

=  —  ÇnW  Log  cos  1  —j  Çn(T)  tg  T  dz 

(Siacci). 

3°  Théorèmes  du  colonel  Astier.  —  Les  propriétés  établies 
dans  ce  chapitre  sur  l'angle  de  portée  maximum  dans  le 
cas  d'une  résistance  infiniment  petite  de  la  forme  F(u)  =  Bui'", 
constituent  à  peu  près  tout  ce  qu'on  connaît  actuellement 
de  rigoureux  sur  le  problème  du  maximum  de  portée. 

Le  colonel  Astier  ^  a  fait  paraître  une  intéressante  élude 
sur  la  question.  11  a  cherché  à  distinguer  les  cas  où  l'angle 

de  portée  maximum  est  plus  grand  ou  moins  grand  que  —  ; 

mais  sa  démonstration  suppose  implicitement  que  la  résis- 
tance de  l'air  est  très  petite  et  que  l'angle  cherché  est  très 

voisin  de  — \  Cela  revient  donc  aux  théorèmes  démontrés  ici. 
4 

*  Bévue  (rArlillerie,  tome  IX,   1877,  P-  ^i^* 
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Dans  une  autre  partie  du  travail,  le  colonel  reclicrclie 
les  conditions  nécessaires  pour  que  l'angle  de  portée  maxi- 
mum aui  soit  plus  grand  ou  plus  petit  que  Tangle  de  pro- 
jection À  auquel  correspond  un  angle  de  chute  (  •; ).  j .  Pre- 
nant la  trajectoire  en  coordonnées  obliques  (94)  sous  la 
forme 

il  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

a)  Selon  que  j^  est  positif,  nul  ou  négatif,  Tangle  de 

portée  maximum  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  ).. 

6)  Selon  que  l'exposant  n  sur  toute  Tétondue  de  la  fonc- 
tion F(i;)  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  l'unité,  l'angle 
de  portée  maximum  a^  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  a. 

Ces  deux  théorèmes  ne  comportent  pas  la  restriction  rela- 
tive à  la  résistance  infiniment  petite;  ils  sont  vrais  dans 
tous  les  cas. 


27, 


CONCLUSIONS 


Le  jterfcclionnement  des  ressources  théoriques 
as,  pour  l'ail  il  leur,  un  luxe  infertile  ;  mais  c'est 
en  le  plus  sûr  et  le  plus  simple  de  limiter  le 
des  coûteuses  recherches  empiriques  et  par  là 
^npi-  beaucoup  de  temps  et  d'argent.  »  Général 

'n-t-on  point,  dans  ce  livre,  eu  tendance  à  subs- 
cluve  nécessaire,  la  prohxc  et  inféconde  prodi- 
ne  analyse  purement  théorique,  dont  la  Balis- 
erait que  le  pw'lette  et  qui  planerait  très  haut 
i  de  toutes  les  applications  pratiques,  utiles  à 

I  est  rien;  n(uis  nous  sommes  toujoui-s  tenu 
des  applications  pratiques  et  journalières.  La 
•■  et  même  r.Vrlillerie  tout  entière,  dont  l'his- 
éc  directement  ù  celle  des  principes  de  la  Méca- 
onnelle,  a  toujours  conservé  avec  la  pure  tliéo- 
ntact  des  plus  intimes,  qui  en  fait  en  quelque 
science  privilégiée  parmi  les  autres  sciences 
s.  Un  livre  sur  la  Balistique  Extérieure  n'est 
lapilre  entièrement  développe  d'un  traité  do 
e  rationnelle. 
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D^ailleurs,  un  critérium  certain  derutllilé  et  de  l'in- 
térêt des  recherchas  théoriques  dans  une  science  appliquée 
quelconque  est  le  nombre  de  tables  numériques  qui  ont 
été  calculées  et  qui  sont  en  usage  chez  les  praticiens  pour 
les  applications  journalières.  Or,  à  chacune  des  théories 
développées  dans  le  présent  livre,  correspondent  un 
très  grand  nombre  de  tables  numériques*,  dont  la  liste 
totale  occuperait  plusieurs  pages. 

Dans  ce  livre,  nous  avons  cherché  à  présenter  un 
tableau  complet  et  ordonné  des  solutions  actuelles  du 
«  problème  balistique  principal  »  ;  nous  avons  essayé 
(le  ne  rien  omettre  de  réellement  intéressant,  rigoureux 
et  général,  parmi  les  travaux  des  excellents  géomètres 
et  des  savants  officiers  qui  ont  uni  leurs  efforts  pour  la 
solution  du  problème  balistique.  Nous  avons  pu  réu- 
nir par  la  trame  serrée  d'une  division  logique,  toutes 
les  théories  jusqu'ici  éparses,  indépendantes  et  d'appa- 
rence parfois  contradictoires. 

Une  première  partie  de  l'ouvrage  contient  l'étude 
détaillée  des  cas-limites  facilement  intégrables  et  celle, 
si  importante,  des  propriétés  générales  des  trajectoires; 
nous  avons  poussé  cette  discussion  plus  loin  qu'il 
n'avait  été  fait  jusqu'ici  et  nous  avons  donné  quelques 
théorèmes  nouveaux  sur  la  forme  de  l'hodographe,  les 
variations  de  la  vitesse  sur  la  trajectoire,  les  propriétés 
de  cette  courbe,  etc. 

Dans  la  deuxième  partie^  une  méthode  générale  qui 
consiste  essentiellement  dans  la  reconnaissance  et  la 
distinction  des  diverses  séries  balistiques,  nous  a  permis 

«  On  trouvera  la  plupart  de  ces  tables  numériques,  soit  clans  la  Balis- 
lù/ue  expérimentale  du  lieutenant-colonel  Vallier,  Paris,  1896,  soit  dans  notro 
Traité  de  Balistique  Extérieure,' Paris,  1904. 
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de  saisir  la  véritable  nature  des  trajectoires  de  Didion  et 
de  Siacci,  de  leur  donner  leur  extension  naturelle  et  de 
compléter  en  les  rectifiant  les  travaux  du  savant  artil- 
leur italien. 

Plusieurs  des  séries  balistiques,  les  plus  dififérentes 
comme  hypothèses  initiales,  admettent  cependant  des 
premiers  termes  presque  identiques.  Nous  avons  réussi 
à  en  faire  la  distinction  et  la  classification  générale. 

Nous  avons  pu  ensuite  faire  pénétrer  dans  tous  les 
chapitres  de  la  Balistique,  l'idée  fondamentale  de  la 
conservation  de  la  fonction  F(i')  ;  la  science  acquiert 
ainsi  le  plus  haut  degré  possible  de  généralité.  Aupoinl 
de  vue  des  applications  pratiques,  les  séries  qui  repré- 
sentent la  solution,  admettront. le  même  caractère  do 
généralité  et,  il  suffira  de  calculer  d'avance,  avec  la  fonc- 
tion F(y)  qu'on  aura  choisie,  les  tables  numériques  des 
premiers,  deuxième,  troisième  termes,  etc., -pour  pou- 
voir en  faire  l'application  aux  problèmes  de  tir  usuejs. 

En  ajoutant  que  la  Commission  de  Gâvre  a  adopté,  pour 
le  service  journalier  de  ses  expériences  et  l'établis- 
sement des  tables  de  tir  des  canons  de  la  marine,  les 
méthodes  exposées  dans  ce  livre,  nous  n'aurons  plus, 
croyons-nous,  à  justifier  l'intérêt  pratique  de  la  très 
belle  science  théorique,  qu'est  la  Balistique  Extérieure 
Bationnelle. 
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